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Vorwort. 


Die synthetische Logik 1 soll ein wissenschaftliches Bild der in 
der Logik, Arithmetik und Mengenlehre cingeschauten Denkvorgdnye 
bieten, genau so wie die Mechanik des Himmels ein wissenschaft - 
Hches Bild der Planetenbewegung liefert. 

Dnzu gehôrt v or allem eine Einigung über jene ersten Tatsachen, 
die wir als fur jedes Denken verbindlich anerkennen wullen und auf 
dieser G r und! âge die Konstruktion oder Synthèse des Dingbegriffs, der 
in den mathematisch-logischen Wissenschaften auftritt. Insbesondere 
sind es die Kollektivbegriffe \Mengenbegriffe), die bei dieser Unier- 
suchung eine n usgezeichnete Stellung einnehmen. Die Erfahrung zeiyt, 
dafi solche Kollektivbegriffe sich nichl nur durch die in die Kollektion 
aufgenommenen Elemenle unterscheiden kdnnen, sondern auch durch 
die Art und Weise , ,,uie li diese Elemente in jenevi Kollektivbegriffe, 
in der Menge, enthalten sind, wodurch v or allem die Bussellsche 
, Contradiction ' 1 ihre naturgemüpe Erklàrung findet. Nicht eine Be- 
schrdnkung, sondern eine Prdzisierung und damit verbundene Ver- 
ail gemeinerung des Mengenbegriffs ist es, nach der die sogenannten 
Antinomien der Mengenlehre verschwinden, die von Poincaré ge- 
forderten strengen Bedingungen für unser mathematisches und logisches 
Denken erfüllt werden , und trotzdem die klassischen Besultate der 
C antorschen Mengenlehre erhalten bleiben. 

Dabei erweist sich eine tiefere Fassu?ig der logischen Deduktion 
als notwendige Grundlage. Nicht durch ontologische und metaphysische 
Betrachtungen ist der Satz des Widerspruchs zu erhàrten ; damit ware 


1 Uisprünglich war f , Synthetische Logik 11 der Haupbbitel des Bûches. — D. K. 



IV Vorwort. 

ja immer nur gesagt, dap, wo dis Geltung dieses Satzes aufhort, auch 
unser logisches Denkcn aufhoren muj3. Seins Geltung mup ,, évident" 
werden; und dies geschieht ausschliepiich durch Bemfung auf un - 
mittelbare Anschauung , vor allcm auf dis als unabweisbar hingcstellts 
T ai sache, dap dieselben Dirig e nicht zugleich verschieden und auch 
nicht verschieden sein kbnnen. Àhnlich une Hilbert die Wider- 
spruchslosigkcit sciner ,, Geometrim " durch Zurückführung auf das 
Anschauungsgebiet der Zahlen erhdrtet, wird die Widerspruchslosigkeit 
des logischen Denkens durch Heduktion auf jenes eben erwàhnte An- 
schauungsgebiet ,, évident". 

Unser Glauben an die Zuverlassigkcit des logischen Denkens wird 
damit wcsentlich vertieft, und zugleich eine zentrale Méthode geschaffen, 
die das Droblem der Widerspruchslosigkeit für die hier in Betracht 
kommenden Gehiete erledigt. In die gcuohnte Ausdrucks weiss über- 
tragen, lieipt dies , dap die Widerspruchslosigkeit gewisser Gruppen 
von Aiiomen erhdrtet wird. Damit eh en wird eine ,, neue " Grundlegung 
der Arithmetik und Mengenlehre erreicht, auf deren auch in den Einzel- 
heiten nicht unwichtige Erürterung disse kurze Anzeige nicht eingehm 
kann. 

Nur das eine sei noch erwahnt, dap wir so auch zu dem Zermelo - 
schen Auswahlprinzipe und dem damit zusammenhangenden allgcmeinen 
Wohlordnungssatze gelangen. Nie?nand kann ,, gezicungen " werden, die 
in diesen enthaltcnen Anschauuvgspostulate anzunehmm, wohl a ber 
kann gezeigt werden, dap disse Annahmen niemals zu einem Wider - 
spruche führen. Das ist es aber, was eigentlich verlangt werden kann , 
denn eine Gruppe von Sdtzen, die durch logische Deduktion niemals 
zu Widersprüchen führt, ist nicht mehr Hypothèse; sie besitzt jene 
logische Existenz, die für ,,freie Schbpfungen unsres G eûtes" allein 
verlangt werden kann. 

So glaube ich, diese inter essanten und heip umstrittenen Gehiete 
unsrem definitiven, in gewissem Sinne des Wortes natururisssnschaft- 
lichem Wissen angegliedert zu haben. 


Julius Konig. 



Vorwort. V 

Mit diesen Worten charakteriaierte mein arn 8. April d. J. 
verstorbener Yater das Ziel und die Résultats des Ruches, an iem 
er seib acht Jahren bis zum letzten Tage seines Lebens gearbeitet 
hat und das hiermit der ûffentlichkeib übergeben wird. Es war 
ihm nocn vergonnt, sein Werk — dpm Wesen der Sache nach — 
zum AbschluB zu bringen, wenn auch das letzte Hapitel nur als 
ein Fragment angesehen werden kann. Es fehlten nur niehr einige 
Seiten. Dieso hâtten vor allem die seiner — in diisem Bûche end- 
gültig dargestellten — Auffassung entsprechende Darlegung des 
vipluinstrit tenon Z armol Dschen Beweises für den Wohlordnungs- 
satz pnthaltpn. Er hatte schon soit mehreren Jahren rl i es en Beweis 

— wenigstens für die von ihm sogenannten Cantorschen Mengen 
|Kap. VI, Art. lî), zu denen auch das Kontinuum gehort — als 
bindcnd anerkannt. Auüerdem hatte er nur noch die Absicht, einen 
Beweis des Satzes n X y 2 = N y '‘ in sein Buch aufzunchmen. Für 
diesen Satz von Uantor wurden bekanntlich von Hessenberg 
und Jourdain Bewcise publizier b. Diese Erorterungen liât ten 
keine neuen prinzipiellpn Schwiprigkeiten mein' bereitet. Der Ver- 
fasser meinte sogar schon nach der Beendigung des VII. Ivapitels 

— und hat es auch wiederholt ausgesprochen — , daB ailes Weitere 
jeder nachholen künnte, der diese sieben Kapitel gründlich s tuilier fc 
und verstanden hat. 

Das Buch erscheint hier ohno Zusàtze und Erganzungen, sd wie 
der Yerlasser das Manuskripb zurückgelassen hat. Die Ànderungen, 
die ich bei der Durchsicht des Manuskriptes und der Korrekturen 
für unvermeidlich fand, sind so unwesentlich, dafl es wohl nicht 
niîtig erscheint, aie hier einzeln aufzuführen. Ich hatte das Lîliick, 
sie samtlich mit Prof. Kürschük besprechen zu dürfen, der das 
Interesse, das er für die wissenschaftliche Tiitigkeit meines Vaters 
s têts bekundBbe, auch déni letzten Werke seines Lehrers und Freundes 
nicht entzogen hat. Wenn es nicht allzusehr merklich bheb, daB 
die letzte Révision des Manuskriptes nicht vom Verfasser sedbst 
ausgBführt werden konnbe, so ist das vor allem seiner Mitwirkung 
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Vorwort, 


zu danken. Mein aufrichtiger Dank gilb auch Prof. F. Huusdorff. 
In dem er die mühsamB und undankbare Arbeit übernahm, bine 
Korrektur des ganzen Bûches mitzulespn, liât er einen der letzten 
Wünsche mpines Vaters erfüllt. Auch die Verlagsbuchhandlung 
Yeifc & Domp. hafc îiiich zum Danke verpflichtet durcli ihre Freund- 
lichkeit, mit der sie allen auf die Herstellung des Bûches bezüglichen 
Wünschen, die zum ïeil noch von nioinem Vater selbst ausgpsprochen 
wurden, bereitwilligst entgegengekommen ist und dem Bûche das 
Bildnis des Verfassers vorangesetzt liât. 

Budapest, Oktüber 1913. 

DÉnes Kîinig. 
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Erstes Kapitel. 

Dis Brsten Tatsachen. 

Die ErlBbnlsSB. 

1. DaB mein BewuBtspin von Vorgiingen Kpnntnis nimmt, die 
sich in diesem meinem BewuBtsein abspielen, ist eme unabweisbare 
„Tatsache‘' meines Denkens. Diese Tatsache kann nicht weiter 
beschrieben werden; denn in jeder solchen Beschreibung ware ja diese 
Tatsache s ch un enthalten. Ich kann uni darf nicht einmal sagen, 
daB die Leugnung dieser Tatsacha mein Denken selbst aufheben 
würde; was wiire dies anderes, als Kenntnisnahme von eincm Vor- 
gange in meinem BewuBtsein, den ich als ,,Widerspruch" empfinde? 

Der oberste Satz mein es Denkens lauteb demnach: 

Es gibt Erlebnisse meines BewufltSBins. 

DaB ich in diesen Zeilen andem denkenden Wesen von îneinem 
Denken Mitteilung machen will, kommt dabei nicht in Rechnung. 
Ebensowenig hat es hier einen Sinn, zu fragen, Db ein Erlebnis meines 
BewuBtseins „wahr" isb oder nicht? Die Tatsache einer Geister- 
erscheinung, an der noch keine Skepsis rülirfc, und die Tatsache, daB 
ich denke, haben in diesem Augenblicke für mich denselben ,,Wert". 
Jedes Erlebnis meines BewuBtseins ist — wiihrend und weil ich es 
erlebe — ,,unabweisbar Ausführlicher kimnte ich dies nur in 
der allerdings ebwas sonderbaren Tautologie ausdrücken: „Mein Be- 
wuBbsein, das ein bestimmtps Erlebnis erlebt, erlebb dieses besbimmte 
Erlebnis". 

Wenn ich die Denkvorgiinge beschreiben will, di b allem wissen- 
schafblichen Denken gemeinsam sind, und diesem ,,VDrangehen" y muB 
ich, soweib dies tunlich isb (ganz laflt es sich leider nicht ausführen, 
da ich doch irgend welchen sprachlichen Ausdruck benotige), jeden 
Ausdruck, der ein b bestimmte wissenschaftliche Bedeubung beaitzt, 
vermeiden. Jeder solche Ausdruck setzt uns ja der Grefahr aus, un- 
bemerkt festzusetzen, was erst festgBsetzt werden sdU. Ich muB 
mich demnach damit begnügen, das bisherige in folgBnder Aussage 
zusammenzufassen : 


KBnlg, HenKenlehfB. 


1 



2 I. Die ersten Tatsachen. 

DaB es Erlebnisse meines BewuBtseins gibt, ist ein h 
unabweisbare ,,Tatsa ch e 1 1 1 

An disse Ur-Tatsache schliefien sich dis weiteren unabweisbaren 
Tatsachen : 

Ein Erlebnis meines Bewuflbseins kann sich wieder- 
holen |z. B. das Erlebnis, daB ich ,,etwas“ erlebe). 

Und: 

Es gibt verschiedene Erlebnisse meines Bewuflt- 
s eins. 

Ich kann mir nicht denken, wîb einB wortreichere fassung diese 
Aussagen klarer stellen konnte. Und ich würde in den eben gerügten 
Fehler verfallen, wenn ich hier von einer Analyse des Inhalts der 
Ur-TatsachB, von undefinierbaren Denk-Akten u. dgl. sprechpn 
av o 11 te. 

IJ ber das bisherige komme ich hinaus, wenn ich gewisse BewuBt- 
seins-Erlebnisse konstafciere, d. h. diese als Erlebnisse in mein Bewuflt- 
sein aufnehme. Als solche wàlilen wir folgende: 

,,Ich sehe a.“ ,,Ich sehe b." 

DaB ich dabei GesichtseindrückB benutze, ist vfjllig nebensach- 
lich. Man wird wohl zugeben, daB pin genügend geschulter Geist 
von Sinneseindrücken überhaupt absehen und andre BewuBtseins- 
prlebnisse benützen konnte, an denen er die Tatsachen der Wieder- 
holung oder Verschiedenheit zu konstabipren in lier Lage ist. Du 
es aber so am bequemsten ist, will ich das Erleben vdd Gesichtsein- 
drücken benützpn, was ich umsomehr tun kann, als aus der fertigen 
Terminologie dieser Ursprung der Denkakte wieder herausfallt. 

Der charakteristische Zug des ^wissenschaftlichen Denkpns“ 
besteht darin, daB es sich dabei immer uni ein Erleben von Erlebnissen 
handelb. S bat b zu sagen: ,,Ich erlebe ein Erlebnis" benutze ich nun 
den Ausdruck: ,,Ich erlebe ein (Gedanken-) Ding", und nenne 
diese sprachliche Umformung, bei welcher ich ,, Gedankending" oder 
„Ding" statt Erlebnis sage, „ Dbjektivierung" des Erlebnisses. Db 
es Dinge gibt, die nicht Erlebnisse meines BewuBtseins sind, ist eine 
Erage, die vorlaufig gar nicht aufgeworfen wird, und ich kann deshalb 
statt „ Gedankending" immer kurz ,,Ding" sagen. So sagB ich sbatb: 
„Ich erlebe das Erlebnis, daB ich a sehe" auch „Ich erlebe den Gesichts- 
eindruck a", wo „der Gesichtseindruck a" eben ein (bestiinmtes) 
„Ding" ist. 


1 W&re das Wort , l Anschauung“ nicht schon — und ncæh dazu in vBr- 
BChiedenen Bedeutungen — festgelBgt, sa wiirds ich AnschauungsbatsachB sagen; 
umsomehr, da, diese Ausdruoksweise, id B iner Ansicht nach, im philosophischen 

oder erkenntnisthBoretisehen Sinne richtig wâre. 



1. Dis Erhbnisse. 2. Vorstellungen und Qefühls. 


Sd gelangen wir endlich zu ier endgültigen Formulierung der 
früher ausgesprochenen unabweisbaren Tatsachen: 

Es gibt Dinge, die wir erlBben. Diese Dinge werden, 
als ,,sich wiederholend" oder als „v ers chie d en" erkannt. 
Statt „sich wiederholend" a o 1 1 auch der sprachliche Aus- 
druck: ,, nicht vers chi e d en " benutzt werden. 

DaB Dinge als sichwiederholpnd, nicht verschieden erkannt werden, 
drücken wir endlich in folgenden Worten aus. „Ich sehe a" ist das- 
selbe, wie ,,Ich sehe a". 


VorstBlIungBn und GefQhlB. 

2. Der Ausdruck: ,,Ein Erlebnis erleben 11 wird im gewohnlichpn 
SprachgBbrauche nicht benützb; er kann und soll daher für uns eine 
genauere terminologische Bedeutung erhalben. Die Aussage, daB ich 
ein Erlebnis, z. B. tien [îesichtseindruck a erlebe, sagb VDr allem, 
daB ich „a" sehe; sie wàre aber, wenn sie genau dasselbe bedeuten 
sollte, gBwiB überflüssig. Dies ist aber schon dem unmittelbaren 
Sprachgpfühle zufolge ni ch b der Fa 11. ,,Ich erlebe den Gesichts- 
eindruck a' sagb niehr ala ,,ich selle a“; ungefahr folgendes. Mein 
BewuBbsein ninimt Kennbnis von der ïatsache, daB mein BewuBt- 
sein den Gesichbseindruck rx aufgenommen hat; mein BewuBtsein 
erlebt nicht nur den (îesichtseindruck a, sondern auch die Vor- 
stellung dieses Gesichbseindruckes ». Endlich in genauerer Fassung: 

DaB ich ein bestimmtes Erlebnis erlebe, ist ein von diesem be- 
stimmten Erlebnisse verschiedenea Erlebnis; und wird als „Vor- 
stellung" dieses Erlebnisses dem Erlebnisse selbat gegi'nübergestellt. 
Statt ,,ein Erlebnis erleben'* sagen wir demnach ,,ein Erlebnis vor- 
stellen"; und die Vorstellung eines Erlpbnisses ist wieder pin sprach- 
lich objektiviertes Erlebnis, ein |tJedanken-)Ding. 

Ich gelange damit zu weiteren unabweiabaren Tatsachen 
mein es Denkens: 

Ein bestimmtes Erlebnis und die. Vorstellung dieses 
Erlebniases sind verachiBdene Dinge. Das Erlebnis ,,er- 
zeugb" di b Vorstellung des Erlebnisses. Die Vorstellung 
des Erlebnisses ,,erinnert“ an das Erlebnis SBlbst. Das 
Erlebnis und seine VürstBllung sind miteinandBr „ver- 
knüpf t 

Auch hier würde eine w or trei chere Fassung dieser unabweiabaren 
ïatsachBn diese nicht klarer stellen. Damit soll natürlich nicht 
gesagt sein, daB eine weitere Untersuchung dieser Tatsachen über- 
flüBsig Dder gar unstatbhaft ist. Aber diese Untersuchungen, die einem 

l* 




4 I. Dis èrsten Tataachen . 


andern Forschungsgebiete, der Psychologie angehüren, werden auch 
dort den unmittelbaren ,,Inhalt" dieser Tatsachen als gegBben vor- 
aussetzen. 

In die ReihB der unabweisbaren Tatsachen, diB von jedem Denk- 
vorgange unzertrennlich sind, und also noch vor jenen Tatsachen zu 
konstatieren sind, die wir als der synthetischen Logik angehôrBnd 
bezeichnen werden, gehort endlich noch folgende: 

Jedes Erlebnis moines Bewufltseins wird Von Zu- 
stànden meines Bewufltseins — Gefühlen im weitesten 
Sinne des Wortes — begleitet. 

Auch diese Gefühle, die das Erlebnis begleitBn, konnen ebenso 
wie diB durch das Erlebnis erzeugte Yorstellung dem Erlebnisse selbst, 
als von diesem verschiedene Erlebnisse gegenübergestellt werden. 
Doch ist diese Gegenüberstellung vorderhand eine unsichere, ver- 
worrene, und es gehort zu den Hauptzielen des wissenschaftlichen 
Denkens, diese verworrenen Gefühle in klare Yorstellungen um- 
zusetzen. Für Farbenempfindungen ist dies z. B. AufgabB der 
physiologischen Dptik; für das ebenso ursprüngliche Gefühl des 
„Wahr-Seins“ versucht dies, in allerdings — wieder für unser 
,, Gefühl" — rBcht ungenügenier Weise, jedes metaphysische System. 

Wie weit das Gefühl des Wahr-Seins — man verzeihe den un- 
gewohnlichen aber charakteristischen Ausdruck — sich mit dem 
Gefühle deckt, dafi gewisse Tatsachen unabweisbar sind, soll und 
kann durch Beschreibung gewisser Denkvorgange klargestellt werden, 
diB als ,, Théorie der logischen Formen" den ersten Teil jenes Wissens- 
zweiges bildet, den wir als Beschreibung der Denkvorgange „LDgik", 
und weil aus der Zusammenstellung unabweisbarer Tatsachen ent- 
stehend, „synthetische Logik" nennen. Der Zusammenhang mit 
dem Kant s ch en Problème der synthetischen UrteilB a priori ist 
wohl ersichtlich, soll aber — weil wir eben nicht Philosophie treiben 
wollen — nicht weiter erürtert werden. Für uns ist diB synthetische 
Lûgik „Naturwissenschaft" in dem Sinne, dafi wir Tatsachen — diB 
Tatsachen unseres Denkens — ,,beschreiben", „ordnen", und da- 
durch „Brklaren", das heiflt im Gegensatz zu ihrer ursprünglichen 
Verworrenheit klarer machen wollen. 


NamBn und ZBichBn. 

3. Indem mein Bewufltsein von der unabweisbaren Tatsache 
Kenntnis nimmt, dafi ein Erlebnis mit der Yorstellung dieses Er- 
lebnisses „verknüpft" ist, entsteht ein nBues Erlebnis. Mein Bewuflt- 
sein Brlebt die Verknüpfung jener Erlebnisse. Dabei zeigt mir die 




3. Namen und Zeichen. 
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BBobachtung memes Denkens, dafl nicht bloB ein Erlebnis uni sein b 
Vorstellung verknüpft werden konnen. 

Es ist einB unabweisbare Tatsache, daJB ich folgende Fest- 
SBtzung treffen kann. IrgondBin bestimintes Erlebnis (also 
auch Bins bestiminte Vorstellung) soll üb Vorstellung 
irgBnd Bines, von diesem verschiedenBn ErlBbnissBS „er- 
ZBUgen", und dieso Vorstellung wieder an jBnBS ErlBbnis 
„erinnBrn“. Dabei wiri ein ErlBbnis mit der Vor3tBllung 
eines beliebigen anderen Erlebnisses „VBrknüpft 

Auch diese Festsetzung ist, indem mein Bewufitsein von ihr 
Kenntnis nimmt, ein Erlebnis, und als sol ch es von dem Gefühle der 
Spontaneitàt (der Freiheit) begleitet. |Ich kann, ich will diese 
Festsetzung treffen; ich kann es auch nicht tun.) Durch diese spon- 
tané Verknüpfung der Erlebnisse werden dieSB „einander zugeordnet" 
odBr auch „geordnet“. 

DiB soeben beschriebene Festsetzung ist das Wesen der Sprache, 
und eben deshalb einer Beschreibung durch diB Sprache eigentlich 
unzugànglich. Wenn ich der deutschen Sprache màchtig bin, erzeugt 
der Laut ,3036“ in meinem BewuBtsein eine bestimmte Vorstellung, - 
und dieSB Vorstellung, soi siB wie immer entstanden, erinnert midi 
an dBn Laut, DiB zugrunde liegendB Festsetzung muB und kann ,,er- 
lemt“ und dann ,,festgehalten“ werden. WiB dieSB Verknüpfung 
geschehen, habe ich an mir erfahren; es war dies das Erlebnis der 
Verknüpfung der Vorstellung und des Lautes „Rdsb 11 . In der sprach- 
lichen Darstellung ist aber üb zu erzaugendo Vorstellung niB vor- 
handen, sondem immer wieder nur ein sinnliches Erlebnis |z. B. 
diB Laute ,,rotB Blume" usw.), das die Vorstellung Brzeugt. Der 
Laut „Rose“ ist ein Name der zugehijrigen Vorstellung, und das 
Erlebnis disses Lautes hat innerhalb jener „sprachlichen“ Fest- 
SBtzung eine ,,Bedeutung“ erhalten, diB von dBm ErlebnissB selbst, 
dBm Horen des Lautes, verschieden ist. 

Der Gesichtseindruck ,,Rosb“ wird in der geSchriebBnen Sprache 
gBnau so bBnützt, wie der Laut in der gesprocliBnBn Sprache. 

So worden wir endlich überhaupt Bin ErlBbnis als 
NamBn jener Vorstellung denkBn, diB bs in Biner bB- 
stimmtBn und f estgBhaltBnBn Festsetzung erzBUgt, wàh- 
rBnd dieSB Vorstellung wiBder an jBnes ErlBbnis, als dBn 
Namen dBr Vorstellung BrinnBrt. 

Jedes Erlebnis, jeder BewuBt 3 einszustand, jBdB Empfindung, 
jBdes Gefilhl, kijnnts al3 ^Name" benutzt WBrden. DiB SprachB des 
NaturmenschBn bBnutzt als Namen SinneSeindrückB |vor allem 
Grehürseindrücke, aber auch GestBn usw.); dBr NamB ist um so 
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^bequemer", j'b leichter uni sicherer er Brkannt und reproduziert 
wird. Auch die Erfahrung und Überlegung wird darum vor aliéna 
Sûmes ein drücke, aber als solche die „schârfsten", die Gesichtsein- 
drücke wàhlen, die in dieser ihrpr Verwendung zu „r pin en 11 Namen, 
Schriftsymbolen werden. 

Sd gelangen wir zu einer f est en Terminologie. Eûib bestimmte 
Vorstellung hat einen bestimmten Namen, an den aie erinnert. Sie 
wird z. B. ,,a“ genannt, wenn a der ala Naine benutzbe SinneSein- 
druck ist. Der Name a bedeutet, erzeugt jene bestimmte Vor- 
stellung. Dabei ist aber eine fund amentale Tatsache hervorzuhebBn. 
Waa ich da gesagt Dder geschrieben, sind wieder nur Worte, Namen. 
So ist der Ausdruck „eine bestimmtB Vorstellung 1 ' wieder nur ein 
Name, der ein zugehoriges Denkerlebnis erzeugt. 

Das meth o dische Denken beruht nun darauf, daB wir Namen 
als Erlebnisse wieder mit Namen belegen. Der Name, der 
die Vorstellung einea Namens erzeugt, ist ein Zeichen (im engeren 
Sinne des Wortes). So sage ich z. B.: „ + “ ist daa Zeichen der Addi- 
tion, wo ja „+" und Addition" Namen im Dben gegebenen Sinne 
sind. So kann ich „nom." |nominatur) als ,,Zeichen“ der ,,Verknüp- 
fung zwischen Vorstellung uni Namen“ benutzen (auch das ist ja 
ein Name) und 

A nom. B 

schreiben. „Der Name B soll als Name, Zeichen des Namens A be- 
nutzt werden. “ Und so wird endlich nach gehorigen Festsetzungen 
,,A nom. B" als Name die Vorstellung erzeugen, daB der Vorstellung 
des Erlebnisses, dess en NamB A ist, jenes Erlebnis, dessen Name B 
ist, als Name zugeordnet ist. 

Auch an dieser Beschreibung bemerke ich, daB eine Denktàtig- 
keit, die uns einfach und gewohnt erscheint, durch eine solche Aus- 
einandersetzung zuerst eher unklarer und verworrener wird. Trotz- 
dem muBten diese Betrachtungen kurz gegeben werden; denn das 
Denken an und von Zeichen ist die Grundlage des wissenschaftlichen 
Denkens, wenigstens in dem Sinne, daB es die Méthodologie des wissen- 
schaftlichen Denkens ergibt. 

4. Die Zeichen sind selbst Namen, und zwar Namen eines Namens; 
wir kbnnen festsetzen, daB ein bestimmtes Zeichen Name (Zeichen) 
irgendeines bestimmten Zeichens sei. In dieser Auffassung ist 

A nom. B 

selbst der Name eines Erlebnisses, für den wieder der Name «No- 
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mination" festgesetzt werden kann, oder in der gewohnlichen Sprach- 
weise: 

nom. B" s o 1 1 Bine Nomination genannt werden. 

Die Erfahrung lehrt, daB wir verschiedene solche Nominationen 
festsetzen und in unserem Bewufitsein festhalten konnen, am ein- 
fachsten durch diB „simultane" Anachauung 1er betreffenden Zeichen. 
Beispiele, d. h. Erfahrungen Solcher Erlebniaae sind: 
œ) Die Nominationen: 

a nom. M 
b nom. M] 

im aprachlichen Ausdrucke: ,,Die Zeichen a un d b werden M genannt 11 . 
Dabei ist dieser Satz selbst ein Namen jenea Erlebnisaea. 

P) DiB Nominationen: 

a nom. M 
a nom. N; 

im aprachlichen Ausdrucke: „a wiri M genannt, und au ch N 
genannt". Für eine ganz pràzise Fassung ist diü Wiederholung dea 
Wortea ,, genannt" notwendig; denn selbst die scheinbar genaue 
Ausdrucksweise: wird M und auch N genannt" konnte ja auch 

so gedeutet werden, daB das Zeichen ,,M und auch N" ein Namts dea 
Zeichena a ist. 

Die unter a) und p) vorgezeigten Erlehnisse sind von dem Er- 
lebnisse 

A nom. B 

verschieden. In diesem ist diB Verknüpfung von A und B von déni 
Grefühle der ,,Sicherheit" begleitet. B bedeutet, erzeugt nur A, und 
A erinnert nur an B. A ist durch B, und B durch A „bBstimmt". 

Andera in jenen. Durch den Namen M ist in a) kein Zeichen 
bestimmt. Ebensowenig bestimmt das Zeichen a in p) einen Namen. 
Es entsteht das G efühl der ,,Unsicherheit", des ,,Zweifels", dem 
im aprachlichen Ausdruck das Bindewort „oder" entspricht. Daa 
Zeichen, deasen Namen M wir kennen, ist a oder b. Der Name des 
Zeichena a ist M oder N. 

Es sei noch ein für allemal bemerkt, daB der sprachliche Aus- 
druck Ungenauigkeiten mit sich führt, die wir als vorlàufig belanglos 
nicht weiter verfolgen. Sis konnen nicht stciren; denn was wir er- 
fahren, erfahren wir an den anges chauten Nominationen und nicht 
an ihrer aprachlichen Beschreibung. InabeSondere bezieht sich dieSB 
Bsmerkung auf den aprachlichen Gebrauch von „und" und „oder". 
Daa Erlebnis, deasen festgesetzter Namen ,,.4 nom. B" ist, kann 
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auch mit anderen Namen verknüpft werden. Solche wâren z. B. 
„A gehôrt zur Art £“ oder „die Art B enthàlt A“. Insoweit wir 
diese Sâtze nur als Namen jenes Erlebnisses auffassen, wâre diese 
verànderte Nomination von „A nom. £“ ganz belanglos. (Sie würde 
uns jedoch der Gefahr aussetzen, daB wir diesen Sâtzen schon jetzt 
den Sinn einer ,,logischen Einteilung“ zuschreiben, wàhrend wir 
doch jetzt nur ganz bestimmte, einzeln aufgeführte Tatsachen unseres 
BewuBtseins konstatieren sollen, deren Synthesis uns erst spàter zu 
jenen Tatsachen führen soll, die wir als logische Begriffsbildungen 
zu bezeichnen gewohnt sind. Allerdings liegen in der Nomination 
die ersten Keime der logischen Einteilung; aber gerade diese Ein- 
sicht wird klarer, wenn wir solche Namen, die schon unwillkürlich 
daran erinnern, jetzt noch prinzipiell vermeiden.) 

Der Inkompatibilltâtssatz und die Grundnorm unsres Denkens. 

5. Ich bin imstande, gewisse Nominationen festzusetzen, und 
diese Eestsetzungen festzuhalten. Diese „unabweisbare“ Tatsache 
ist unmittelbar der Erfahrung entnommen und kann z. B. in fol- 
gender Weise beschrieben werden. Auf einem Blatte Papier sehen 
wir in einzelnen Zeilen gewisse Nominationen oder eigentlich wir er- 
fahren gewisse Gesichtseindrücke, die Namen jener Nominationen 
sind, und wir kônnen mit Hilfe dieses Anschauungsmittels wieder 
und wieder konstatieren, daB „eine gewisse Nomination (oder eigent- 
lich ihr sichtbarer Naine) sich auf diesem Blatte befindet“; oder auch 
daB „eine gewisse Nomination sich nicht auf diesem Blatte be- 
findet“. 

Das Erlebnis, das wir betrachten, ist ein fundamentales, das 
unbedingt ausführlich beschrieben werden muB. DaB wir diese Be- 
schreibung verstehen, daB wir in ihr einig sind, geht allem „Wissen“ 
voraus. 

Wir haben ein Blatt Papier, auf dem in der angegebenen Weise 
gewisse Nominationen verzeichnet sind. Wir haben ein anderes Blatt, 
auf dem eine bestimmte Nomination sichtbar ist. Wir wollen ent- 
scheiden, ob diese Nomination sich unter jenen findet. Die Erfah- 
rung gibt uns diese Entscheidung ; dieser einfachste ,,Versuch“ ist 
ausführbar. Der Versuch und die Entscheidung sind Erlebnisse, die 
wiederholt werden kônnen. DaB der wiederholte Versuch eine Ent- 
scheidung ergibt, die von der früheren Entscheidung verschieden ist, 
erscheint uns ~ wie man zu sagen pflegt — als undenkbar. (Wollten 
und dürften wir hier schon einen logischen SchluB anwenden, so kônnte 
man ungefâhr folgendes sagen. Mit dem Erlebnisse des Versuches 
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erlebBn wir auch die Entscheidung. Die Wiederholung des Versucha 
ist j.also" auch sine Wiederholung der Entscheidung. Daa ware aber 
offenbar Anwendung der Logik, bevor noch die Logik in den Besitz- 
stand unsres BewuBt3eins eingetreten ist; der gewbhnliche Zirkel.) 

Wir wollen den fraglichen Vorgang nun noch nàher beschreiben. 
Der Versuch samt seiner Wiederholung ist auch ein Erlebnis, daa 
in unser BewuBbSBin getrBtBn ist. Wir hâtten in dieSem Erlebnisse 
erlebt, daB jenB bestimmte Nomination von einer bestimmten Nomi- 
nation auf dem ursprünglichen Blatte nicht verschieden ist, und 
auch, daB aie von dieser verschieden ist. 

Wir behalten von jetzt ab nur das WesentlichB bei und kürzen 
diB Ausdrucksweise, indem wir statt „das Erlebnis, dessen Name A 
ist“ kurz „das Erlebni3 A“ oder auch nur ,,A" schreiben. 

Mit den Erlebnissen A, B konnen wir uns oft ein Erlebnis ,,A 
und B" 1 vorstellen. |,,Die Kugel ist rund“ und „die Kugel ist rot“.) 
Yersuchen wir das mit den Erlebnissen 

„M ist von N verschieden 11 , [A) 

„M ist von N nicht verschieden", (B) 

so gelingt es nicht eine Vorstellung von ,,A und B" zu erhalten. Ea 
entsteht nur daa Gefühl einer ,,Schranke“ unaeres BewuBtseins |wenn 
man will, unseres Denkvermogens) ; und es ist, wenn wir aufrichtig 
sein wollen, nur dieses Gefühl, dem wir in dem ,, Inkomp ati bili- 
tàts-Satze" Ausdruck geben: 

Die Erlebniase: ,,M ist von N verschieden" und 
,,M ist von N nicht verschieden" sind inkompatibel. Sie 
schlieBBn sich gegenseitig aus. 

Die Tatsache dieses Gefühls ist gewiB auch eine unabweisbarB 
Tataacho meines Denkens, die aber jeder andem Tatsache schroff 
gegenübersteht. Ihre Anwendung ist unfruchtbar. DiB Tatsache, 
dafl ich eine gewisae Festsetzung treffen kann, „vermehrt" den In- 
halt meinea Denkens. DieSB Tatsache beschrànkt es. Wir versuchen 
ea gar nicht mehr, von jener Festsetzung zu einem Erlebnis, zu Biner 
Vorstellung des Erlebnisses durchzudringen. Man erinnert sich 
dabei, auch unwillkürlich, der Vorgânge, diB sich in unSBrem Bewufît- 
BBin abspielBn, WBnn wir einen mabhematischen Bôweia „nicht ver- 
stBhen", wcnn ein physikalischer Apparat „nicht funktioniert". 
Aber die Yerhaltnisse hegen hier andors. Die Tatsache des Gefühls, 

1 Waa „A und R" bBdButet, zoigt in Binzelnen Beiapielen, wie oben, diB 
Anschauung. Nur von solchen F allen iat hier die Rb de. Vielleicht ist das folgende 

eine gennuere Beschreibung des Erlebnisaes: „A und B lt : „Wir erleben A 
und wir erleben R“. 
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von dem wir hier sprechen, iat von dern GrBfühle der Notwendigkeit 
begleitet. Db daa Erlebnis, daB die Tatsache diesea Gefühls von dem 
Gefühle der Notwendigkeit begleitet wird, ob diesea Erlebnia selbst 
von dem Gefühle der Spontaneitât oder von dem Gefühle der Not- 
weniigkeit begleitet wird, iat eine für den Philosophen sehr wichtige 
Frage. Hier wird diese Frage gar nicht aufgeworfen. Jene Schronke 
unserea Denkvermogens wird VDn uns einfach angenummen, in frei- 
williger Unterwerfung beibehalten; wir werden von jetzt ab 
heine Festsetzung fordern, nach der eine Vorstellung 
von „M iat von N verschieden " uni ,,M ist von N nicht 
verschieden" erlebt werden soll. Eine solche Yorstellung ist 
,,un ann ehmbar ", 

5 . Der Inkompatibilifcats-Satz wird durch diese Betrachtungen 
eine ,,unabwcisbare Tatsache", die Vorstellung einer „unabweisbaren 
Tatsache" selbst aber durch dieselben Betrachtungen klarer und 
genauer. Wührend wir zuerst nur gewisse Erlebnisso unabweisbare 
Tatsachen genannt haben, konnen wir nun weiter konstatieren, daB 
die Yorstellung dieser Erlebnisse von dem Gefühle der Notweniig- 
keit begleitet ist. Wir wollen nun geradezu pin Erlebnia, dessen Vor- 
stellung von dem Gefühle der Notwendigkeit begleitet wird, ,,un- 
abweisbar" nennen. Aber wir konnten dann weiter fragen, ob das 
Erlebnis, daB die Yorstellung eines Erlebnisses von dem Gefühle 
der Notwendigkeit begleitet wird, „unabweisbar" ist. Und so fort. 
Es mufl hier noch dabei bleiben, daB wir gewisse unabweisbare Tat- 
sachen einfach aufgezahlb und beschrieben haben. Selbstverstàndlich 
ist damit noch die Untersuchung, was ,,unabweisbar" und ,,unan- 
nehmbar" bedeutet, wissenschaftlich nicht bloB nicht abgeschlossen, 
sondern eher noch gar nicht begonnen. 

Der Inkompatibilitàtssatz hat in dieser Ausführung zu einer 
praktischen Begel, der Grundnorm unseres Denkens geführt. 

Ist einmal ,,M ist von N verschieden", sei es als notwendig 6 
Tatsache, sei es als spontané Annahme, festgeaetzt, so soll „Af ist 
von N nicht verschieden" weier als notwendige Tatsache, noch ala 
spontané Annahme festgesetzt werden. Und umgekehrt. Die beiden 
Annahmen schlieBen sich von jetzt ab aus. Wird die eine vorgestellt, 
60 soll die andere f allen gelassen werden. 

Ich betone hier den Gebrauch des Wortes „bdH"; sd wollen wir 
es halten. Db wir es so halten müssen, ist ein Problem der Meta- 
physik, mit dem wir nichts zu tun haben. ,,Undenkbar" ist, was 
uns durch diese Denknorm verbotsn wird. |DieS entspricht übrigens 
auch dem Bprachgebrauche; wir sagen au ch, daB das PerpBtuum 
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mobile undenkbar iat, wahrend es doch, wenn auch ala Wunder, 
ganz gut denkbar iat.) 

Ein b Festsetzung oder Annahme, von der die Grund- 
normunsereB Denkena gebietet, daB aie fallen gelassen, 
ausges chloss Bn wer d e, wer den wir ala unmijglich be- 
zeichnen. So ist z. B. bei der Annahme, daB M von N nicht 
verschieden iat, die Annahme, daB M von N verschieden ist, un- 
mijglich, usw. 

Diese Bedeutung des Wortea j^nmoglich 11 ist, wenn das bisher 
Vorgetragene ala in den Inhalt unseres BewuBtseins eingegangen 
anerkannt wird, eine vbllig klare; aie iat rein normativ und sagt 
demgemaB viel weniger, ala das in metaphysische Nebel gehüllte 
,,unmoglich“ des PhilosDphen, deasen Sinn in bezug auf „Sein“, 
„Denken“ und „Wirken" ja die Losung aller „Weltratser' in sich 
enthalten müBte. Trotzdein ist es nicht nur gefahrlos, sundem geradezu 
angezeigt, dieses und kein anderea Wort zu gebrauchen. So geht jede 
Théorie vor, deren „wissenschaftlichen Wert“ wir anerkennen. So 
spricht z. B. die Théorie der Planetenbewegung von der Erdmasse, 
wahrend doch von den verworrenen Erfahrungen, die mit dem Worte 
uraprünglich genannt werden, nichts übrig geblieben ist ala die Zahl, 
die wir Gravitationskonstante npnnen. 

Im Gegenaatze zu dieser normativ en Bedeutung audit dis 
Metaphysik dem Worte ,,unmüglich“ eine dDgmatische Bedeu- 
tung zu geben. Mit dieser haben wir vorlàufig nichts zu tun 1 , auch 
dann nicht, wenn wir sie anerkennen. Nur eines mufl diesbezüglich 
bemerkt werden. Wenn wir in den bisher entwickelten und spiiter zu 
entwickelnden Satzen das Wort ^unnioglich' 1 nicht normativ, sondem 
in seiner als anerkannt gedachten dogmatischen Bedeutung fassen, 
so erhalten sie selbstverstàndlich einen ganz anderen (,,transzen- 
dBnten") Sinn. Auch in diesem Sinne sind sie, Dder scheinen sie, 
allgemein gültig, d. h. sie sind für jeden, der Metaphysik treibt oder 
Mataphysik zu treiben glaubt und trotz aller Verworrenheit der 
entsprechenden Vorgange des BewuBtseina von der Empfindung 
der Notwendigkeit begleitet. Mit andem Worten: 

UnserB GedankenreihB gibt uns in der Tat eine Théorie 
|ein Bild) des Wissens Dder der wissens chaftli chen Er- 
kenntnis, genau so wie die Gravitationstheorie eine 
Théorie |ein Bild) der B ewegungen der Himmelskbrper 
liefert. 


1 Siehe die hierauf bezüglichBn abaDhliBÜBndBn ErbrterungBn in Kap. V, 

Art. 5. 
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Dieser merkwürdigB Parallelismua zwiaclmn der empirischen und 
tranâzendenten Bedeutung unserer Sàtze wird durchwBg erhalten 
bleiben, auch bei den weitar zu behandelnden logisch-arithmetischen 
Teilsn. So wird dieSB „ThBDriB des wissenschaftlichen Denkens" 
nicht ein BiniegliBd, s on dem ein gemeinsames FundamBnt der Phib- 
sophiB und Naturwissenschaft. SiB lief Brt diB Kriberien des „Bxakten" 
Denkens und genügt ihnen selbat. 

7. Daa Erleben |üb HBnntnisnahmB) von Denkvorgàngen iat 
wieder ein Denkvorgang; über diesB unabweisbare Tatsache kônnen 
wir nicht hinwegkommBn. Will man nun daa Wissen von unSBren 
Denkyorgangen ala gesonderten und nDch dazu grundlegenden Wissens- 
zweig (Logik) von unserBin übrigen Wiasen trennen, ao muB einB 
Antinomie entatehen. In der Tat gelangt man da zu dem Wider- 
streite: „OhnB Wissen keine Logik, ohnB Logik kein Wisaen." 

Antinomien entstehen, wenn man aua bestimmten, wohlunter- 
schiedenen oder doch ala aolchen ange3ehBnen BegriffenneuB Begriffe 
„Brzeugt“ und dann, durch mehr Dder WBniger oberflàchliche Ana- 
logien verleitet, den neu erzeugten Begriff mit einem der erzeugenden 
Begriffe zuaammenfallBn lüBt. DiB Vorstellung einea ErlebnissGS A, 
die gar nicht zustande kornmen kann (nicht erlebt werden kann), 
wenn wir nicht schon die Vorstellung des Erlebnissea B besitzen, 
ist schon durch diese ihre Erzeugung von der letzteren verschieden, 
und siB ala von dieaer nicht verschieden zu denken, verstüBt jeden- 
falla gegen diB Grundnorm unseres Denkens. 

Ebensowenig wie spàter die Antinomien der Mengenlehre, dürfen 
wir diese Antinomie des logischen Denkens als „scholastischB Spitz- 
findigkeit" oder gar der Beachtung nicht werte ,,Spielerei mit WortBn" 
bBi Seite schieben; ea ist eine Lebenafrage dea wissenschaftlichen 
Denkena, in der Begründung der Logik jede solcliB Klippe zu ver- 
meiden. Dafl es einen solchen Weg gibt, hat wohl noch niemand be- 
zweifelt. Aber das genügt nicht. Der Weg mufi auch einmal he- 
gangen, diB Méthode festgelegt werden, nach der wir „wissenschaft- 
lich denken*'. 

Wenn nach dem bekannten Kantschen Ausspruch, den auch 
Hilbert als Leitwort aeinen ,, Grundlagen der GeometriB 1 ' vor- 
gesetzt hat, „alle menschUche Erkenntnia mit Anschauungen an- 
fàngt", so kann auch diB erste Beschreibung unseres wissenschaft- 
lichen Denkens nur mit AnschauungBn beginnen, einfachen Erfah- 
rungen, Erlebnissen, diB wir ala unabweisbarB Tatsachen emp fin dsn. 
Und wie diesB Anschauungen wieder zu einem ErlBbnis zusammen- 
treten, auch das muü wieder anges chaut, beobachtet werden. 
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Für diB menschlicliB Erkenntnis geht der Weg zum Wisasn nur 
durch diB Beschreibung. Dîb Anachauungen werden als verschiedBn 
erkannt, als ni chtv ers chie den wiedererkannt, ala VorstellungBn 
wiedererzeugt. DiB unabweisbarB Tatsache, daB wir nicht nur die 
Voratellung, sondem in gBwisssn Fàllen auch dis Anschauung selbst, 
daa Erlebnia wiedererzeugen künnen, ist üb unumgangliche, natür- 
lichB und eben deshalb auch naturwissenschaftliche Grundlage unserea 
ÜBnkBna. DdBr um dies mit Hanta Worten auszudrücken 1 , da ja 
dieaB Wiedererzeugung eines Erlebnissea daa „Experiment" in seiner 
einfachsten Form ist: 

„Diese dem Naturf ors cher nachgeahmtB Méthode besteht also 
darin: dis Elemente dsr reinen YBmunft in dem zu suchBn, waa si ch 
durch Bin Experiment bBatatigBn odBr widerlegen laflt“ 
(Kritik der reinen Vemunft, 2. Auflage, Anmerkung auf S. 17). 

Aber nicht nur für den Ansatz, auch für den Aufbau entscheidet 
daa Beispiel, das dis Naturwissenachaft in langer, harter Arbeit 
gegeben bat. 

Es ist einB unabweiabare Tatsache, daB es Vorstellungen gibt, 
deren Erzeugung mit dem Gefühle der Spuntaneitàt yerknüpft ist. 
Z. B. wenn wir sagen: „Denken wir uns den Geai chtsein dru ck |den 
Buchstaben) a." Es ist einB femer b unabweisbarB TatsacliB, daBsoIcho 
spontan erzeugten Vorstellungen zu Vorstellungen von neuen Er- 
lebnissen führen, die mit dem GefühlB der Notwendigkeit yerknüpft 
sind. So z. B. wenn wir in der Yorstellung des Gesichbseindrucks ah 
gezwungen sind, den G esi chtsein dru ck a wieder zu erkennen. So 
sammeln wir Erfahrungen, in diB noch kein Elément der formalen 
Logik eingeht. Die Mijglichkeit, solche Erfahrungen in spDntan 
festgesetzten, aber beatimmten Vorstellungen zu erzeugen, ist das 
primàre, empirische Elément der Erkenntnis; einB so erzeugtB Er- 
fahrung und die Voratellung einer aol ch en Erfahrung — soweit ich 
dieSB Yorstellung übBrhaupt erzeugen kann — ist ein Erlebnis, da3 
als primàres, rein deskriptivea Wissen bezeichnet werden kann. 

Ganz anders steht diB Sache bei Erfahrungen, diB von dem 
Gefühle dBr Notwendigkeit begleitet sind. Wir „müsaen“ es an- 
erkennen, daB der Stein unter gewissen Bedingungen zur ErdB fiel, 
daB Bin in gewissBr SchluBreihB gefàlltes Urteil sich uns ^aufdràngt' 1 . 
So yerschieden die beiden BeispielB auch sind, in dem einen, wiB im 
an der en haben wir es mit der Voratellung sinea neuen Erlebnissea 
zu tun, das nicht durch spontanB Festsetzung Brzeugt wurdB. WürdB 


1 Ob Kant selbst an diBsen Sinn seiner Worte gedacht hat, mufl wohl min- 
destens dahingBstellt bleiben. 
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ich auch sagen, der Stein muB zur Erde fallen, ias Urteil mufl richtig 
sein, SD wàre damit für unsem ,,Wissenstrieb" nichts gewonnen, 
sondem nur ein Dogma Dder ein WundBr konstatiert. Über dieaen 
Standpunkt hinauszukommen — ist das Ziel des „wissenschaftlichen 
Denkena". WiB soll daa geScheliBn? ,,BBweisen" lâfit sich offenbar 
das Gravitationsgesetz ebensowenig wie der SyllDgismus. Beweisen 
hiefie ja jeine andere Bedeutung des Wortes gibt es nicht) von be- 
stimmten Vorstellungen durch spontané Fesbsetzungen (Regeln) zu 
neuen Vorstellungen zu gBlangen. Dann ist aber eben die neue Vor- 
stellung, da ja jene Regeln von dem Gefühle der Spontaneitat be- 
gleitet sind, selbst auch von dem Gefühle der Spontaneitat begleitet, 
und sie von jener notwendigen Vorstellung nichtverschieden zu setzen 
würde gegen dio Grundnorm unseres Denkena verstoBen, die fest- 
zuhalten wir ein für allemal übereingekommen sind. 

Hier setzt das Beispiel der Naturwissenschaften, z. B. der Astro- 
nomie ein, die in dem einen Teile rein beschreibend, in dem an dem 
rein theoretisch ist. 

In diesem Sinne sdII die synthetisehe- Lûgik ein „wissen5chaft- 
liches Bild" der in Logik, Arithmetik und Mengenlehre angeschauten 
Denkvorgànge bieten, gerado so wie die „Mécanique céleste" ein 
wissenschaftliches Bild der Planetenbewegungen liefert. 

Ob und wie die so sehr unvollkommen angedeutetB Aufgabe in 
diesen Blattem wirklich gelost wird, — dieSB Frage zu beantworten 
muB wohl dem sachkundigen Leser überlassen werden. 



Zweitea Kapitel. 

Dis Erweiterung des Dingbegriffs I. 

(Die HDllektivbegriffe orler MengBn.) 

Die Beschreibung dDr DBnkbereichB. Involution. 

1. Ein bestiinmter Zustand miser es BewuBtseins ist gegeben, 
wenn es für je des Erlebnis festgesetzt ist, oh wir uns dasselbe vor- 
stellen konnen oder nicht. Dabei ist aber zu beachten, dafl wir für 
irgendein Erlebnis auch durch einen spontanen Akt festsetzen konnen, 
daB wir es uns nicht vorstellen kiinnen, das heiflt, dafl wir es uns 
nicht vorstellen wollen, daB wir e3 ausschlieBen wollen. Wir 
objektivieren so einen bestimmten Zustand unseres BBWuBtseins 
als DBnkbereich, dem gewissB Erlebnisse angehoren, andere nicht. 
Ein Denkbereich ist voll3tàndig beschrioben, wenn wir von 
jedem ErlebnissB wissen, ob es dem Denkbereiche angehbrb odBr 
nicht. Aber auch unv ollstàn dig beschriebene Denkbereiche 
konnen als Dbjekte unserer Anschauung dienen. 

In den einfachsten F allen wird der Denkbereich dur ch Auf- 
WBisung der ihm angehôrenden Erlebnisse vollstàndig beschrieben. 
So z. B. WBnn ich sage, daB ich nur das eine denken kann: ,,Ich bin 
hungrig". Es gibt verschiedenB Denkbereiche, diB wir nach ihrer 
vollstàndigen Beschreibung durch verschiedene N amen oder Zeichen 
unterscheiden konnen. (,,Der Denkbereich f / J ", „der Denkbereich 
usw.) 

Das Aufweisen der dem Denkbereiche angehorigen Erlebnisse 
und daraufhin diB Unterscheidung dieser Erlebnisse vDn den dem 
Denkbereiche nicht angehôrenden Erlebnis3en ist aber nicht immer 
durchführbar. Man dBnke z. B. an so vage Bestimmungen, wie der 
Denkbereich der formalen logis chen Gesetze usw. 

Die Beschreibung der Denkbereiche wird wesentlich gefordert 
durch diB Moglichkeit weiterer Festsetzungen, im besonderen der 
BDg. Involution. 

Wir konnen zur Beschreibung des Denkbereichs bBitragen, in- 
dem wir ,,Eigenschaf ten 11 des Denkbereichs festsetzen, z. B. wie 
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folgt: „Sullte das Erlebnis A dem DenkbereichB angehijren, Bd sdII 
au ch das Erlebnis B dem DenkbereichB angehôren." Wofür wir 
femerhin kurz 

A inv. B 

| A involviert B) sagen wollen. Eine solche Eigenschaft des ÜBnk- 
bereichs heiBt Involution, wo wir natürlich, wenn verschiedBnB 
DenkbereichB zugleich betrachtet werden — was aber Selten der 
Fall sein wird — die AngabB des DenkberBichs hinzufügen müBten, 
in dem die Involution statthat. 

Man hüte sich wohl, der Involution „A inv. B “ irgend Binen 
„logischen“ Inhalt zu geben, etwa den von „ Grand und FolgB 1 '. 
SolltB A dem Denkbsreiche angehijren, sd sagt „A inv. B u nicht mehr 
und nicht weniger aus, als daB B dem Denkbereiche angehort. SolltB 
aber A dem DenkbereichB nicht angehoren, so sagt „A inv. B " gar 
nichts aus, d. h. sie bestimmt nichts in bezug auf den Denkbereich. 
Insbesondere sdII damit durchaus nicht gesagt sein, daB das Er- 
lebnis jener „Verknüpfung von A mit B li |,,Wenn A dem ÜBnk- 
bereiche angehort, gehort auch B dem DenkbereichB an“) selbst dem 
Denkbereiche angehort. Mit anderen Worten: „A inv. B“ tragt nur 
dann zur Beschreibung des Denkbereich3 bei, wenn A diesem ange- 
hürt, und sagt dann, daB auch B ihm angehort. 

Ebenso werden dis Involutionen ,,A inv. B “ und „fî inv. U tl 
nur dann zur Beschreibung des Denkbereichs beitragen, wenn A 
oder B dem Denkbereiche angehijren. Ist dies nur für B der Fall, 
so erfahren wir damit, daB C dem DenkbereichB angehort. Gehort 
aber auch A dem Denkbereiche an, so erfahren wir, daB B und auch 
C dem Denkbereiche angehijren. In diesem Falle wird auch „A inv. 
C “ zur Beschreibung des Denkbereichs beitragen, da wir — aller- 
dings wuBten wir dies schon — damit erfahren, daB C dem Denk- 
bereichB angehijrt. 

Sollte also ,,A inv. B“ und „B inv. O 11 zur Beschreibung des 
Denkbereichs beitragen, so darf auch ,,A inv. Ü“, als zur Beschrei- 
bung des Denkbereichs beitragen d gesetzt werden. 

DiB àuBere Analogie der Satzbildung darf uns aber durchaus 
nicht dazu verführen, in dies en Betrachtungen irgend etwas von der 
Natur des Syllogismus zu finden. Es handelt sich hier nur um un- 
mittelbarB Erfahrungen, die gewisse sp ont an b Festsetzungen 
unSBreS Denkens hetreffen. 

Auch mit dem „logischen Prinzip" des ausgeSchlDSSBnen Dritten 
haben dieSe Betrachtungen nichts gemein. Allerdings benutzBn wir 
diB Tatsachen: „A gehort dem DenkbereichB an", „A gehijrt dBm 




1 — 2. Die Besehreibung der Denkbereiche . Involution. 1 7 

DenkbereichB nicht an" und lassm nur eine der beiden zu. Aber 
nur weil wir eben willkürlich festgesetzt haben, daB fiir A eine 
und nur einB der beiden Behauptungen statthaben soll. Sollte die 
VDllstandigB Besehreibung auf irgendwelchen Umwegen geschehen 
sein, so müssen wir uns eben überzeugen, Db diese Festsetzungen 
einen ,, Denkbereich" ergeben. Was durch eme Besehreibung eventuell 
entateht, in der „A gehort dem Denkbereiche an" und auch „A 
gehort dem Denkbereiche nicht an" gesetzt werden, heiBt eben gar 
nicht mehr Denkbereich. 

Ein solcher Denkbereich ist fiir uns ,,unmijglich". Wir SchlieBen 
ihn aus, wenn wir das Wort „Denkbereich" auch jetzt benützen 
wollten. Dies entspricht vollstandig dem Gebrauche des Wortes 
,,unmbglich", der in Kap. I, Art. B festgesetzt wurde. ,,A gehort dem 
Denkbereiche an" und ,,A gehbrt dem Denkbereiche nicht an" 
würde nach dem für den Ausdruck ,, Denkbereich" festgesetzten 
Gebrauch sagen, daB A von A verschieden ist. 

Es muB aber beSDnders betont werden, daB durch diese Ab- 
machungen nur in der Besehreibung des Denkbereich es auf- 
tr et end b Widersprüche \A gehort dem DenkbereichB an und 
A gehbrt dem Denkbereiche nicht an) aus ges chloss en WBrden. 
Ob die Erlebnisse, derên Vorstellbarkeit wir mit dem Denkbereiche 
statuieren, ,,wahr" oder ,, fais ch" sind, hat damit gar nichts zu tun, 
um So WBniger, als wir den genauen Wahrheitsbegriff der Logik noch 
gar nicht kennen. Wir hatten es nur mit gewissen, an spontanen 
Festsetzungen gemachten jnaiven) Erfahrungen zu tun, die wir als 
Fundamente unseres Denkens kritiklos annehmen und in diesem 
Sinne als ,,unabweisbar" bezeichnen. 

So kann der Denkbereich dis beiden Behauptungen enthalten: 
„Unser Raum hat ein konstantes positives HriimmungsmaB" und 
„Unser Raum hat ein konstantes négatives KriimmungsmaB". Oder 
wenn wir in dem Gedankenkreise dieser Betrachtungen bleiben 
WDllen: ,,A ist von B verschieden" und ,,A ist von B nicht verschie- 
den". Die Besehreibung der hierbei auftretendpn ,,Wahrheitsgefühle" 
bleibb spàterem vorbehalten. Die einem bestimmten Denkbereiche 
angehorenden ErlebnisSB sind vorstellbar, aber noch weder wahr, 
nDch fais ch, und konnen si ch auch ^widersprechen". 1 

2. Man beachte wohl, dafl „^4inv. R", d. h. die Festsetzung, nach 
der mit A auch B ein dem Denkbereiche angehbrendes Erlebnis ist, 


1 Selbstverstandlich kann dies umsomehr der Fall sein, wenn wir aus den 
,, Behauptungen" |Erlebnissen), die dem Denkbereiche angehbren, durch sog. 
„bgische Schlüsse“ andere Behauptungen „ableiten“. 

K B ni g, Mengenlehre. 
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etwas ganz anderes ist, als die Festsetzung, daB „Ainv.B 11 ein dem 
Denkbereiche angehorendes Erlebnis sein sdII. ,,A inv. B“ ist aus der 
Anschauung des s ch on bcschriebenen Denkbereichs gewonnen, eine 
Eigenschaft des „fBrtigen“ Denkbereichs. 

Durch eine Involution kann in der Beschreibung des Denk- 
bereichs eine Eigenschaft desselben z. B. eine Involution festgesetzt 
werden, z.B. es involviert A, daB ,,Binv. C“ eine Eigenschaft des Denk- 
bereichs ist. Dann dürfen wir aber dafür nicht abgekürzt schreiben: 

A inv. |jB inv. C). 

Das wiirde sagen, daB mit A das Erlebnis ,,B inv. C 11 dem Denkbereiche 
angehôrt, und zwar ohne daB dieses Erlebnis deshalb zur Beschreibung 
des Denkbereichs benubzt werden konnte oder müBte, mit andem 
Worten, ohne daB dieses Erlebnis fiir die Anschauung des Denk- 
bereichs richtig sein müfite. 

Uni unserer abgekürzten Schreibwei.se auch fiir diese Fàlle Ge- 
nauigkeit zu verleihen, wollen wir, wenn nicht ein Erlebnis des Denk- 
bereichs, sondern eine Eigenschaft desselben durch die Involution 
festgeseLzt werden soll, nach inv. den Buchstaben y einfügen; also 
in diesem Falle schreiben: 

A inv. y [B inv. C). 

Diese Involution tragt offenbar nur dann zur Beschreibung des 
Denkbereichs bei, wenn A dem Denkbereiche angehôrt, und sagt dann, 
daB der Denkbereich die Eigenschaft jqualitas) besitzt, die durch 
,,Binv. C “ ausgedrückt wird. Diese Involution tragt wieder nur dann 
zur Beschreibung des Denkbereichs bei, wenn B dem Denkbereiche 
angehiirt, und besagt dann, daB auch C dem Denkbereiche angehôrt. 
Jene Doppelinvolution enthàlt die Aussage, daB, wenn d und ü dem 
Denkbereiche an g eh or en, auch C dem Denkbereiche angehoren soll, 
was wir aus naheliegenden Gründen in der Folge auch durch 

^} inv - c 

ausdrücken wollen. Àhnlich benutzen wir auch die Bezeichnung 

A \ 

B > inv. D. 

C ) 

Tiefergehende Methoden zur Beschreibung der Denkbereiche 
erhalten wir, wenn wir Festsetzungen treffen, die sich auf ,,irgendein 
Erlebnis 14 , das dem Denkbereiche angeliiirt, beziehen. Diese Akte 
unseres Denkens müssen aber dann genauer beschrieben werden, 
als es diB gewbhnliche Sprache gestattet. 
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EinB genaUB sprachlichB Beschreibung unserea Denkena entât eht 
nur, wenn wir die ErlBbniaae mit Eigennamen bezeichnen, 3 d daB 
ein aolcher Eigenname ein bestimmtes Erlebnia und nur dieses bezeich- 
net, wàhrend verachiedenB Eigennamen au ch verschiedene Erlebniaae 
bezeichnen. Ala aolche Eigennamen sollen nun die Zeichen X , Y, Z . . . 
oder, wenn dieae nicht auareichen, X v X 2 . . . uaw. benutzt werden; 
wàhrend die Featsetzung, welches Erlebnia durch X oder Y uaw. 
bezeichnet werden soll, fehlt, oder genauer ausgesprochen, nach- 
tràglich beliebig gegeben werden kann. 8a kimnen wir 
z. B. für einen Denkbereich die Involution 
X inv. (X et A) 

featsetzen, d. h.: Iat X irgend ein Erlebnis, daa dem Denkbereiche an- 
gehort, ao soll auch daa Erlebnia ^Xund^d 11 dem Denkbereiche ange- 
horen. Kampliziertere Fàlle, deren aprachlicher Ausdruck sdIidii 
achwieriger iat, laasen ai ch dann lpicht ausdrücken, z. B. 

[X inv. | Y inv. X et Y)] inv. Q [Z inv. |X et Y et Z)] 

Farinai sind auch „A inv. A 11 oder ,,Xinv. X" Involution en, sog. 
identiache Inv o lu ti on en. üffenbar sagt eine aolche gar nichta 
aua und kann einfach weggelassen werden. Wir brauchen nur aus- 
führlich zu schreiben: „Wenn A dem Denkbereiche angehiirt, sdII 
A dem Denkbereiche angehoren", uin zu s eh en, daB dieae ,, Tautologie' 1 
für jeden Denkbereich richtig, aber bei Beschreibung cinés solchen 
überflüsaig iat. 

VerlinüpfungsBrlBbnissB. 

8. In jedem Denkprozesae erkennen wir die Yoratellung von Er- 
lebnisaen, wo wir uns uni nichts anderes ala uni dia Tatsache küm- 
mem, daB wir uns jenea Erlebnia vorstellen. Weder die Entstehungs- 
weise, noch der Inhalt des Erlebnisses, nicht einmal daa Grefühl der 
spontanen oder zwangaweiaen Erzeugung gehen dabei in unser Be- 
wuBtsein ein. Ein solche3 Erlebnis iat (in jenem Denkpr ozess b) 
ein primàres Erlebnis. Ala solche kônnen z B. ,,ich bin hungrig" 
oder ,,diB SonnB scheint" hingeatellt werden. Dabei iat aber wohl 
zu beachten, daB diese Erlebnisse nur für gewissB Denkprozesse die 
Rolle der primàren Erlebnisse übemehmen. DiB unaufhaltsame 
,,Assoziation" der Yorstellungen in unserem BewuBtsein — mdge 
diese uns van unserem Wollen abhàngig oder unabhangig erscheinen 
— gibt diesen Vorstellungen, sobald wir unaerB Aufmerksamkeit 
auf siB richten, einen neuen Inhalt, und siB haben damit aufgehiirt, 
primàr zu sein. Sie sind nur Solange primàr, als wir una um ihren 
Inhalt nicht kümmern, und sind demnach in gewisser Beziehung, im 

2 * 
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besonderen beim ,,logischen" Denken, Abstraktionsprodukte, deren 
weitere Bestimmung eben erst durch dÎB in den Denkprozefi aufgenom- 
menen Verknüpfungen geschieht. So z. B. wenn ich denke, und 
nur dieses denke, dafl daa Erlebnis: „Ich bin hungrig" von dem Er- 
lebnisse: fJ Die SonnB scheint" vers chie den ist. Dieses Erlebnis 
ist das Erleben der Verknüpfung selbst, und al3 solches von jedem 
Erlebnisse zu unterscheiden, das — bei der in unserem Bewufltsein 
stattfindenien Assoziation der Vorstellungen — zu jenem Erlebnisse 
der Verknüpfung hinzutritt. Dabei sind sehr feine Unterschiede, 
die wir in gewissen Fàllen gar nicht zu beachten pflegen, von grund- 
legender Bedeutung. So ist z. B. das Erlebnis: ,,A ist von B ver- 
schieden", sobald wir unsere Aufmerksamkeit auf A richten, was wir 
sprachlich durch „A ist ein von B verschiedenes Ding" ausdrücken 
konnen, ein anderes geworden. Wàhrend dort die gleichberechtigten 
Erlebnisse A und B ,, verknüpft" werden, ist hier ein Erlebnis ent- 
standen, das „eine Eigenschaft von A ausdrückt", — WDmit VDrlàufig 
nur durch die sprachliche Nuance die Verschiedenheit der Erlebnisse 
hervorgehoben werden soll. |Selbstverst,àndlich liât wieder diese 
,, Analyse" mit der „Wahrheit" der Erlebnisse absolut nichts zu tun.) 

Das Erlebnis, daB die Erlebnisse A und B zu einem neuen Erleb- 
nisse in bestimmter Weise verknüpft werden, ist von unserem Stand- 
punkte aus ,,einfacher" als irgend ein Erlebnis, das sich mit dieser 
Vorstellung ,,zugleich" in unser BewuBtsein driingt. Nichts desto- 
weniger gibt es Verknüpfungs-Erlebnisse, die unserer Anschauung 
nach gBwissen mit ihr unaufhaltsam verbundenen Vorstellungen 
gegenüber zurücktreten. 

In dem Erlebnisse: ,,A und B " (Die Sonne scheint und ich bin 
hungrig) erkennen wir ein Erlebnis, das vers chie den ist von ,,A ist 
in der durch und bestimmten Weise mit B verknüpft", und aus diesem 
erst in einer ganz bestimmten Weise erzeugt wird. Die Bildung 
unsrer sprachlichen Ausdrücke kûnnte und wollte niemals den Be- 
dürfnissBn der Logik entsprechen, es ist ja umgekehrb die aristotelische 
Logik aus der Analyse der sprachlichen Schopfungen entstanden. So 
sind wir erst langsam zu der Erkenntnis vorgedrungen, daB der voile 
Satz jais Erlebnis) etwas logis ch einfacheres ausdrückt, als diB in den 
einzelnen Worten gegebenen jjBegriffsbilder". Es wàrB demgemaB 
verfehlt, zu behaupten, daB wir erst das Erlebnis ,,A und B " vorstellen 
müssen, um aus diesem die Vorstellung der entsprechen den Ver- 
knüpfung von A mit B abzuleiten. Das hangt ausschlieBlich von der 
üewbhnung unser es Denkens ab, die, wie diB beiden bisher gebrauchten 
BeispielB zeigen, bei verschiedenen Verknüpfungen verschieden sein 
kann. Wir sind demnach vollauf berechtigt, in der Beschreibung 
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misères logischen Denkens das Erlebnis, nach rlem A und B in bestimm- 
ter Weise verknüpft ist, ,,früher zu bilden", d. h. für „einfacher‘' 
zu erklàren und erst aua diesem die assoziierto Vorstellung jinunserem 
Falle ,,A und B“) zu erzeugen. Es ware aber verfehlt und würde 
unsere AufgabB nur erschweren, dieSB Auffassung auch sprachlich 
durchzuführen, und demgemâB in der genaueren Sprache ier Logik 
nicht dem Erlebnisse ,,A und B" das einfachere (ursprüngliche) 
Zeichen zuzuordnen. 

Die lDgische SyntheSB wird — wenn wir das bisherige zusammen- 
fassen — von gewissen Erlebnissen ausgehen, die wir als primare 
betrachten; und zwar wird diese Auffassung der Erlebnisse dadurch 
statuiert, daB wir den verschiedenen primaren Erlebnissen verschiedene 
EigBnnamen zuordnen |S. Art. 2). Wir werden dann Erlebnisse 
statuieren, die nichts anderes als besbimmte verschiodene Verknüp- 
fungen jener primaren Erlebnisse sind, und endlich aus dipsen in be- 
stimmter Weise neue Erlebnisse erzeugen. Dffenbar konnen wir diese 
Denkprozesse an den neuen, nicht mehr primaren Erlebnissen abor- 
mals durchführen, und so zu neuen Yerknüpfungs erlebnissen so- 
wie zu neuen, mit diesen in bestimmter Weise assoziierten |aus ihnen 
in bestimmter Weise erzeugten) Yorstellungen gelangen. 

Ailes dies geschieht in spontanen Eestsetzungen, die nicht mo- 
tiviert zu werden brauchen, dercn ,,Zweckmàfiigkeit“ erst nachtriig- 
lich erscheint, wenn wir in ihnen die Beschreibung der ,,lDgischen“ 
DenkprozessB erkennen. |Man wird in der Méthode leicht das Vorbild 
erkennen, das innerhalb der Mathematik die Konstruktion des all- 
gemeinen Zahlbegriffs geliefert liât.) 


ErlBbnis und Ding. 

4. Wenn wir einen Denkbereich beschreiben, handelt es sicli 
immer nur darum, ob ein Erlebnis dem Denkbereiche angehort 
o d bt nicht. Dies soll auch fernerhin durchweg so gehalten werden. 
Insüfem das Erlebnia objektiviert wird, d. h. als ,, Gegenstand“ 
unsrer Yorstellung betrachtet wird, haben wir es auch Ding genannt, 
und dadurch — streng genommen — vom Erlebnisse unt ers chie den. 
Es ist dies einB Unterscheidung, diB umsomehr betDnt werden muB, 
als die SprachB überhaupt nicht im Stande ist, siB genau wiederzugeben. 
Sobald ich namlich sage: ,,das Erlebnis gehort dem Denkbereiche 
an“, habB ich es ja schon objektiviert, und das „Ding“ dem eigent- 
lichen ^rlebnissB" substituiert. 

DemgemàB soll von Erlebnissen und Dingen fur tan nebeneinander 
diB RedB sein mit der Eestsetzung, daB, wenn wir weiterhin die Be- 
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deutung dps W or tes ^Ding" andem, unsere Betrachtungen eigentlich 
Wort für Wort wiederholt werden sollten, was aber in der Praxis 
ebenso überflüssig wie langwierig wiire. 

Die Bedeutung des Wortes Ding soll aber niemals anders fest- 
gesetzt werden, als daB eine ,,Verallgemeinernng“ stattfindet, das 
heiBt daB die Bedeutung des Namens Ding ailes umfaBt, was bisher 
schon Ding genannt wurde, also insbesondere das objektivierte Er- 
lebnis immer auch ein Ding ist. Andrerseits soll ein ,,Ding“ immer 
auch mit jedem anderen Dinge in neuen Erlebnissen ,,verknüpft" 
werden konnen. 

Die NominatioriBn. 

5. Die Befcrachtung der als jjVerknüpfungen" bezeichneten Er- 
lebnisse begiiint,wiBjedeBeobdchtung von derErfahrung entnommenen 
Tatsachen, am besten an solchen Eâllen, wo wir am wenigsten storende 
Einflüsse vermuten. Diese storenden Einfliisse sind bei der Beob- 
achtung der in unserem BewuBtsein stattfindenden Denkprozesse 
die assoziierten Vorstellungen, die mit und ohne Einflufi unsres 
Willens je des Erlebnis begleiten. 

Die Elimination der auf ein ,,weir' oder ,,wie“ gerichteten 
assoziierten Vorstellungen ers cil ein t uns am leichtesten, wenn wir 
festsetzen, daB dem Dinge a das Ding m als j^ame" zugeordnet 
sein soll. Hier konnten wir auch die Bestimmung } ,als Name“ 
weglassen und kurzweg davon sprechen, daB dem Dinge a das Ding 
m zugeordnet ist. Die Worbe ,,als Namu" erinnern nur an diese 
,,einfachste Art“ der Zuordnung. Wenn wir für diese Zuordnung 
den Ausdruck ,,Nomination“ gebrauchen, ist dieSB Nomination wohl 
aus der im ers t en Kapitel als solche beschriebenen Yerknüpfung 
entstanden, aber doch schon etwas anderes geworden. 

Das methodische Hilfsmittel, mit dessen Hilfe wir storende 
assDziierte Vorstellungen fernhalten wollen und auch fernhalten konnen, 
ist die Eestsetzung eines bestimmten Denkbereichs, so daB nur dem 
Denkbereicha angehorende Erlebnisse 1 in unser Denken eintreten 
sollen. 

Wir konnen so — um mit einem ,,einfachsten M Beispiele zu be- 
ginnen — einen Denkbereich dadurch bestimmen, daB das Erlebnis 

a nom. m 

und nur dieses dem Denkbereiche angehbren Soll, wo a 


1 Die Binem ÜBnkbereichB angshorendBn ..Dings 11 sind der gBtroffenen 
FeBtsBtzung nach immar nur „ErlBbnissB“, wie immer auch inzwiachen Bine Er- 
weiterung IVerallgeniBinerung) des Dingbegriffes gtsachBhen aei. 
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unil m irgendwelchB — von einander verschiedene oder auch nicht 
verschiedene — Dinge sind. 

Für den sprachlichen Ausdruck dieses Erlebnisses sagen wir: 
,,a heiBt m “ oder auch ,,a iat ra“. Insbesondere die letztere Sprach- 
weise verleitet uns dazu, in ,,ist“ die g. g. reine Copula der Schul- 
logik zu Sehen, d. h. eine Yerknüpfung, die jeden weiteren Inhalt 
verbren hat. Allerdings haben wir durch die Festsetzung, dafi nur 
,,anom.m“ dem Denkbereiche angehürt, eben statuiert, daB kein Er- 
lebnia in unserem BewuBtsein auftreten soll, das diese Yerknüpfung 
betreffende weitere Anschauungen vermittelt. 

Wenn wir aber nun weiter einen neuen Denkbereich bilden, 
dem daa Erlebnis 

a' nom. m' 

und nuT diesea angehoren soll, wo a ' und ra' wieder irgendwelche, 
aber von a und m verschiedene Dinge sind, sd ist doch diese hier durch 
nom. bezeichnete Verknüpfung von der frliheren wesentlich ver- 
schieden. Sie konnte dort nur auf die Dinge a und m, hier nur auf 
die Dinge a' und m ', bezogen werden. 1 

Wir wollen die hier beschriebenen Denkbereiche der Hürze wegen 
mit [u nom. m] und [a' nom. m'] bezeichnen. 

Die sprachliche Beschreibung des einen Denkbereichs unter- 
scheidet sich von der des anderen nur daiurch, daB wo in dem einen 
die Zeichen oder Laute a und m zur Verwendung kommen, in dem an- 
deren dafür a und m' eintreten. Diese Tatsache verleitet uns zu dem 
,,SchlusSû", daB nicht nur in dem sprachlichen- Ausdrucke, sondern 
in den entsprechenden Erlebnissen sich nichts anderes geanderb hat. 
Wir dürfen und wollen aber hier überhaupt nicht „schlieBen“, sondern 
nur unsre Anschauungen fixieren. Am allerwenigsten dürften wir 

1 Eigentlich ist jede bestimmte VBrknüpfung der Dinge a und b etwna ganz 
gesondert stehendes, individuelles, und dieSB bestimmte VBrknüpfung ist ohne 
die bestinimten Dinge a und b gar nicht denkbar. Wenn wir trotzdem sagen, 
daB zwischen den Dingen c und d dieselbe Verknüpfung besteht, wie zwischen 
a und 6, sd meinen wir damit immer nur, daB diese Verknüpfungen als „in gB- 
wissen BeziehungBn nicht verschieden 11 gedacht werden kiinnen, was 
üffenbar von „nicht verschieden 11 sehr verschieden ist. 

Man denke z. B. an den Verknüpfungsbegriff ,,also“ und die Sâtze: „Es 
ist a gleich b\ also auch b gleich a“. ,,Der Luftdruck steigt, also wird es schimes 
Wetter“. Es wird niemandem einfallen, die in diesen Satzcn durch „also u ausge- 
drückten Verknüpfungen als absolut nichb verschieden anzusehen. Die eine ist 
ein logis cher SchluB, die andere ein SchluB ,,aus der Erfahrung“. Das „also“ 
in dem Binen Falle ist von dem ,, also 11 in dem anderen Falle nur „in gewissen 
Beziehungen nicht verschieden 11 . Disses „in gew. Bbz. nicht verschieden 11 
ist ein Fundamentalbegriff unsres logischen Denkens, und wird als 
SDlcher unter dem Namen der „IsDlogie“ nDch genauer betrachtet werden 
müssen. 
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aber einen geradezu fais chéri SchluB |eine quatemio terminorum) 
sich einschleichen lassen. Die mit nom. bezeichnete Zuordnung |Ver- 
knüpfung) bezieht sich in dem einen Denkbereiche nur auf a und m, 
in dem andern nur auf a' und m'. Und die Forderung, diese ,,Spur" 
von a und m in dem einen Falle, von o! und ra' in dem andern Falle 
aus der Verknüpfung wegzudenken, ist eigentlich nur so zu erfüllen, 
daB wir uns a von a’ und m von m' nicht verschieden denken. Sie 
verstüBt gegen die Grrundnorm unsres Denkens, und ist der Überein- 
kunft nach auszuschlieBen. Wir müssen sie f ail en lassen. 

DieAkte der Verknüpfung von a und min dem einen Denkbereiche, 
von a und m' in dem andern unterscheiden sich in deri zur Verknüpfung 
gelangenden Dingen; sie sind ,,in gewisser Beziehung nicht 
verschieden", aber durchaus nicht ,, absolut nicht verschieden." 
Die Verknüpfung kann ja überhaupt dIuid die verknüpften Dinge 
nicht zur Anschauung gelangen! 

Der sprachliche Ausdruck, in dem wir jene Denkbereiche be- 
schreiben, ist ungenau und muB, um der Anschauung zu entsprechen, 
zumindest soweit geandert werden, daB wir, wenn statt a und m nun 
a und m gesetzt werden, au ch statt nom, ein neues Zeichen, 
z. B. nom/ gebrauchen. Die Nominationen sind verschieden, wenn 
auch nur in den Dingen, die wir eben verknüpfen. DiB AnnahmB 
einer ,,reinen Copula", die in beiden Denkbereichen auftritt, ist un- 
haltbar. Sie entspricht durchaus nicht einer wirklichen, unabweis- 
baren Anschauung. Die ,,reine Copula" ist eine ganz willkürliche 
Annahme; die Grundnorm unsres Denkens, die wir eben nicht ver- 
lassen wollen, zwingt mis, sie fallen zu lassen. 

Es mag weiter noch ausdrücklich bemerkt werden, daB, wenn 
wir einen Denkbereich dadurch bestiininen, daB die Er- 
lebniss e „anom.m" un d „a'nom.m'" ( o d er au ch ,, a/nom. ra") un d 
nur diese dem Denkbereiche an g eh or en sollen, die mit 
nom. bezeichnete Verknüpfung in diesen vers chiedenen 
Erlebnissen der Festsetzung nach nicht verschieden ist. 

DIb HlasBenbBgrlITB. 

B. Wenn demselben Denkbereiche angehorende Nominationen 
betrachtet werden, kann es vorkommen, daB in diesen weder die Art 
und Weise der Zuordnung noch dio zugeordneten Dinge ver- 
schieden sind. So z. B. wenn wir festsetzen, daB die ErlebnissB 
,,3 nom .m" und „bnom.m" — und nur diese — einem bestimmten 
Denkbereiche angehoren sollen. Solche Nominationen konnen kurz 
als gleichartige bezeichnet werden. 
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Wir wollen uns nun mit Denkbereichen beschàftigen, für welche 
ails dem Denkbereiche angehbrenden Erlebnisse gleichartige Nomi- 
nationen sind. Als Beispiel kann der eben statuierte Denkbereich 
Dder auch in unmittelbar verstandlicher Bezeichnung |und Anschauung) 
[anom.ra, bnom.ra, cnom.m] 

dienen. 

Allgemeiner kbnnen und wollen wir uns denken, daB gewisse 
DingB gBgeben sind, oder genauer, daB wir für jedes ,,Ding“, das 
überhaupt in unserB Betrachtung eingezogen werden soll, wissen, 
ob es ,,gegBben“ oder „nicht gegeben“ isb. ,,WDher“ wir das wissen, 
,,wiB M die FragB zu beantworten ist, ob ein Ding ,,gegeben“ oder 
,, nicht gegeben" ist, soll uns dabei nicht weiter kürnmern. |So wissen 
wir in dem eben gegebenen Beispiele, daB die mit a, b, c bezeichneten 
Dinge und nur diese ,,gBgBbBn“ sind). Wohl aber sei es ausgeschlossen, 
daB ein Ding gegeben und auch nicht gegeben ist, wie auch, daB ein 
Ding weder gegeben noch nicht gegeben ist. Solche ,,Bestimmungen“ 
betrachten wir eben überhaupt nicht. 

Es soll weiter X der EigennaniB eines bestimmten Dinges sein; 
wir setzen nun einen Denkbereich durch dio Beschreibung fest, daB 
jedBm gBgeben en DingB — und nur diescn — jenes durch den 
Eigennamen X bestimmte Ding als Name zugeordnet sei. Dffenbar 
entspricht dieser Denkbereich den in Art. 1 diese3 Kapitels ausein- 
andergesetzten Forderungen; er verstoBt nichb gegen die Grrundnorm 
unsres Denkens. 

Wir künnen und wollen jetzt weiter festsetzen, daB die Bestim- 
mung, welches Ding durch X bezeichnet werden soll, nicht bloB fehlb, 
sondem auch nachtraglich niemals erfûlgen soll. Dffenbar ist dadurch 
der Inhalt der in den Denkbereich gehorenden Erlebnisso geàndert 
worden, es bleibt nur die „Bestimmung“, daB allen gege- 
benen Dingen, und nur dieSBn, dasselbe Ding als Name 
zugeordnet werde. 

In dem Denkakte, den der letzte Satz ausdriickt, hat aber schon 
eine Erweiterung des Dingbegriffs stattgefunden. Das ,,Ding , das 
jBtzt allen gegebenen Dingen und nur diesen als Name zugeordnet 
wird, hat unsem Festsetzungen nach seinen primaren, angeschauten 
Inhalt ein für allemal verloren, und was übrig geblieben, besagt nur 
seine in bestimmter Weise zu bewirkende Verknüpfung mit den ge- 
gBbBnen Dingen. 1 

1 Wahrend — wie dies beimAufbau unsrer BBgriffswelt gBachÎBht — ursprüng- 
lich nur Erlebnisse ,, Dinge 11 waren, ist diBses Ding gar kBin Erlebnis mehr, das 
für sich angeschaut werden kann; sondem es gelangt nur bo in unser BewuBtsein, 

daB wir bs mi t bestimmten Erlebnissen in beatimmter Weise verknüpft denken. 
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Wir statuieren demnach Dingo, die selbstàndige Schopfungen 
unseres Denkvermogens sind, vdii denen wir geradezu sagen kiinnen, 
daB sie erst durch den beschriebenen Denkbereich erzeugt jdefiniert) 
werden. Ein solches Ding soll ein Hlass enb egrif f heiBen, und zwar 
pin Klassenbegriff erster Art; von den Dingen, die als gegeben 
den definierenden Denkbereich vollstàndig beschreiben, sagen wir, 
daB sie Terme sind, die unter den Hlass enbegriff fallen; 
wàhrend für die nicht gpgebenen Dinge auch der Ausdruck gebraucht 
wird, dafl sie nicht unter den Klass enbegriff fallen. 

Eine sehr ahnliche, aber mit der vDrhergehenden durchaus nicht 
zu verwechselnde Begriffsbildung findct durch fûlgende Eestsetzung 
statt: Dasselbe Ding soll allen gegebenen Dingen, und auch 
sich selbst — aber nur diesen — als Namc zugeordnet 
werden. Wenn wir im übrigen den bisher beschriebenen Gedanken- 
gang genau wiederholen, gidangen wir abermals zu einem Dingo, 
das eine selbstàndige Schüpfung unseres Denkvermügens ist, und 
das auch Klass enbegriff , aber Klass enbegriff zweiter Art, 
heiBen soll. Nicht nur die gegebenen Ding?, sondern auch der „Klassen- 
begriff“ selbst sind jetzt Terme, die unter den Klassenbegriff fallen; 
wiihrend die nicht gegebenen Dinge nicht unter den Klassenbegriff 
fallen; eventuell mit Ausnahme des Klass enbegriffs selbst, wenn 
er eben nicht s chou unter den ursprünglich in Betracht gezogenen 
Dingen vorhanden war. Dpm früher zugezogenen einfachen Bei- 
spiele würde jetzt der Denkbereich 

[cl nom. x, b nom. x, cnom. i, Ænom.æ] 
pntsprechen. 1 

VprlftuflgB logiBchs BemBrkungen zum HlassBfibBgrlfT. 

7. Die Denkbereiche, welche Klassenbegriffe definieren, ent- 
sprechen der festgesetzten [irundiiorm unseres Denkens, sie sind 
,,moglich“. Damit ist aber nur gesagt, daB wir die dem Denkbereiche 
angehorenden Erlebnisse uns VDrstellen („zugleich“ vorstellen) 
kiinnen 2 ; aber durchaus nicht, daB diese Erlebnisse „wahr“ sind. 


1 Wbiui wir den durch 

[a nom. z, b nom. z, cnom.z] 

definierten Klassenbegriff Brster Art Bingeführt haben, kimnen wir wiedBr Binen 
neutjn Klassenbegriff Brster Art bildBn, für den a, b , c und z die gegebenen Dinge 
sind. DersBlbe ist aber offenbar durch einen Denkakt erzeugt, der vBrschiedBn 
isb von jenem, in welchem der durch üb gegebenen Dinge a, b, c bestimmte KlassBn- 
begriff zweiter Art erzeugt wird. 

* Erlebnisse „zugleich“ vorstellen, heiflt für uns nichts anderes als statu- 
ieren, daB die Erlebnisse demselben Denkbereiche angehoren. 
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UmsDweniger ala in der bisherigen synthetischen Beschreibung ge- 
wisser Denkvorgànge das ,,WahrhBitsgefühl" noch überhaupt nicht 
beschrieben wurde. Auch konnen wir nicht schon jetzt die Frage 
aufwerfen, Db die Annahme, daB die dem Denkbereiche angehi)renden 
Vorstellungen ,,wahr“ sind, nicht durch logiache Schliisse zu einem 
AViderspruche führt; es sind doch weder logiache Schliisse, noch diB 
allgemeine Vorstellung des ,,AViderspruchs“ bisher beschrieben worden. 
Ebensowenig kann hier untersucht werden, ob der Klassenbegriff 
von den gegebenen Dingen verschieden oder nicht verschieden ist. 
Je de dieser Behauptungen kann in den Denkbereich aufgenommen 
werden, ohne die Grundnorm unsrea Denkens zu verletzen; wahrend 
doch den ,,logischen Gesetzen“ nach die eine dieser Behauptungen 
wahr, die andere falsch sein muB. Die Konstruktion der Denkbereiche, 
insbesondere die Schopfung der Klassenbegriffe, hat vorlaufig 
mit dem ,,Wahr- oder Falschsein" der erzeugten Vorstellungen nichts 
zu tun. Die Betrachtungen, mit denen wir jetzt die exakte Beschrei- 
bung unseres Denkens unterbrechen und uns auf den Boden der 
SchullDgik stellen, sind demnach hier eigentlich absolut nicht an 
ihrem Platze. Wenn wir aie dennoch einschalten, geschieht es nur, 
um uns einerseits vorlaufig über die weiteren Problemstellungen zu 
orientieren, andrerseits aber — und in erster Reihe — um Bben eine 
solche Verwirrung in der Reihenfolge unserer Begriffskoiistruktionen 
spiiter zu vermeiden. 

Der Klassenbegriff, dessen Schbpfung soeben beschrieben wurde, 
lehnt si ch wohl an den Klassenbegriff der Schullogik an, ist aber von 
diesem himmelweit verschieden. Er hat — wie wir das eben in der 
AusdrucksweisB der Schullogik sagen konnen — einen wesentlich 
geringeren Inhalt, der durch den zugehbrigen Denkbereich erschopft 
ist, also nicht einmal die AViderspruchslosigkeit fordert. 

Der Klassenbegriff der Schullogik geht von zwei Voraussetzungen 
aus; die eine besagt, daB diB unter den Klassenbegriff fallenden Dinge 
den Klassenbegriff vollstandig bestimmen, die andere, daB dieser 
Klassenbegriff in allen Fàllen ein widerspruchsloses logisches Gebilde 
ist. BeidB Voraussetzungen sind aus den einfachsten Beispielen 
unseres vorlogischen Denkens in übereilter Weise verallgemeinert 
und unhaltbar, wie dies im Anschlusse an U an tors Schopfung der 
MengenlehrB in den letzten anderthalb Jahrzehnten klar geworden. 
DaB diese Unhaltbarkeit nur an sehr abstrakten Neuschopfungen 
unseres Denkvermogens klar wird, hat mit der Sache selbst nichts 
zu tun. 

Wenn wir eben auf dem Boien der Schullogik bleiben, konnen 
wir dem Klassenbegriffe wohl nicht die allgemeineren Sammelbe griffe 
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entgegpnstellen, mit denen wir es alsbald zu tun haben werden; aber 
selbst auf diesem engeren Ciebiete zeigt sich sclmn die Unzulànglich- 
keit der ersten Voraussetzung. Dieser entsprechend wàre z. B. der 
Klassenbegriff zu bilden, unter den jeder Klassenbegriff fàllt. 

Um diesen Klassenbegriff bilden zu konnen, müBten wir ihn 
s ch mi gebildet haben. Das konnen wir uns nicht denken, und in dieser 
krassen Form verstijBb dieSB sogen. ,,impràdikativ 0 DefinitiDn“ 
gegen die Crrundnorm unseres Denkens; sie mufl als unmijglich fallen 
gelassen werden. Daraus ist — wohl voreilig — geschbssen worden, 
daB mit der Définition auch das zu definierende Ding unmoglich 
ist. Sielit rnan aber genau zu, sd sind das ganz verschiedene Tatsachen. 
Es làBt sich ja vielleicht jenes Ding in anderer jwiderspruchsloser) 
Weise erzeugen, so daB uns erst nachtràglich die Anschauung lehrt, 
daB das erzeugtB Ding ein Klassenbegriff ist, unter den jeder Klassen- 
begriff fàllt. Aus der impràdikativen Définition eines Dinges darf 
wohl nicht die logisch widerspruchslose Existenz des Dinges „gefolgert“ 
werden, aber ebensowenig ,,f olgt 1 ‘ aus ihr, daB je de Erzeugung des 
fraglichen Dinges auf einen logischen Widerspruuh führen muB. 

Offenbar ist aber bei Erzeugung unseres Klassenbegriff es erster 
Art diese Schwierigkeit der impràdikativen Définition vollstàndig ver- 
mieden. Es handelt sich ja nur darum, uns vorzustellen, daB allen ge- 
gebenen Dingen und nur diesen dasselbe Ding als Naine zugeordnet ist. 

Nicht ganz so steht die Sache bei der Erzeugung des Klassen- 
begriffs zweiter Art, wu wir uns vorstellen sollen, daB dasselbe Ding 
allen gegëbenen Dingen und auBprdem nur noch sich selbst als Naine 
zugeordnet ist. Hier ist das impràdikative Elément in der Eorderung, 
ein Ding sich selbst als Namen zuzuordnen, gewiB enthalten; aber 
die Schwierigkeit der damit zu verbindenden Yorstellung ist vijllig 
überwunden. DaB z. B. der Gresichtseindruck „a“ die Vorstellung 
disses Gesichtseindruckes „a“ erzeugt, das konnen wir uns vorstellen ; 
es ist das sogar eine ganz unmittelbare Vorstellung unseres |ab- 
strahierenden) Denkvermogens. 

8. Dagegen ist die Annalnne, daB ein Klassenbegriff durch 
die unter ihn fallenden Dinge immer widerspruchslos bestimmt ist, 
auch bei unserer inhaltlich àrmeren Définition nicht zu rettBn. 
Es ist das Verdienst B. Bussells 1 , diese merkwürdige Tatsache, 


1 Die RussellschB Contradiction'* fin rie t sich in der Literatur zuerst bei 
Frege, Grundgeaetze der Arithmetik, II. Bd. bna 1903, ..Nachwort" [S. 253), 
und zwar auf Grand einer brieflichen Mitteilung Rua s élis. Siehe die auaführliche 
Darstellung in RusbbII, TIib Frinoiplea of Mabhematica, Vol. I. Cambridge 1903. 
S. 101 uaw. 
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und ihre grundlegende jumstürzende) Bedeutung für die LDgik 
zuerst erkannt zu haben . 

Wenn wir uns wieder auf den Boden der Schullogik stellen, 
iriuB es für jeden Klassenbegriff wahr oder falsch sein, daB dieser 
Klassenbegriff von jedem der unter ihn fallenden Dinge verschieden 
ist. Dder — kürzer ausgedrückt — es muB wahr oder falsch sein, 
daB ein bestimmter Klassenbegriff nicht unter sich fallt. Klassen- 
begriff e, die nicht unter sich f ail en, künnen wir aber unmittelbar 
bilden. Ein Klassenbegriff ers ter Art, für den die gegebenen Dinge 
Erlebnisse sind, wird z. B. gewiB nicht unter sich fallen; dieser Klassen- 
begriff ist gar kein Erlebnis, wahr end die unter ihn fallenden Dinge 
durchweg Erlebnisse sind. 

Es müBte — nach der zu prüfenden Annahme — ein Klassen- 
begriff gebildet werden künnen, unter den „alle nicht unter sich fal- 
lenden Klassenbegriffe" — und nur diese Dinge — fallen, und dieser 
Klassenbegriff dürfte kein en 1d gis ch en Widerspruch ergeben. 

Für den soeben beschriebenen (Rus s ellschen) Klassenbegriff 
müfite es demnach wahr Dder falsch sein, daB dieser „Russellsche 
Klassenbegriff' 1 unter sich fallt. Wir wollen ihn kurz mit R bezeichnen. 

Wenn es nun wahr ist, daB R unter sich fallt, so wàre eben R 
eines der ,,gegebenen “ Dinge, die unter den Klassenbegriff fallen, 
also ein Klassenbegriff, der nicht unter sich fallt. Das ergibt aher 
ein en logis ch en Widerspruch. 

Wenn es dagegen falsch ist, daB R unter sich fallt, so muB es wahr 
sein, daB R nicht unter sich fallt, d. h. es ist wahr, daB R eines der 
gegebenen Dinge ist, also daB R unter sich fallt; was abermals ein en 
lDgischen Widerspruch ergibt. 

„R fallt unter sich" kann weder wahr noch falsch sein, d. h. 
der Russellsche Klassenbegriff kann nicht widerspruch si os gedacht 
werden. 

Dem steht die unabweisbare Tatsache gegenübpr, dafl wir in 
der Forderung, jeden nicht unter sich fallenden Klassenbegriff von 
jedem anderen Dinge gesondert vorzustellen, genügen konnen, ohno 
darin etwas zu finden, was der Grrundnorm unseres Denkens wider- 
spràche. In der Gegenüberstellung dieser Tatsachen hat man von 
verschiedenen Seiten eine unlosliche oder wenigstens ungelüste 
Antinomie unsres Denkvermügens zu finden geglaubt, die diesem 
Denkvermogen selbst eine unerklàrliche, oder wenigstens unerklarte 
Schranke setzt. 

Wenn wir diese Tatsachen den an bisher untersuchten Klassen- 
begriff en gefundenen Anschauungen gegenüberstellBn, widersprechen 
sie dieser, sind jedenf ails n eu und deshalb in gewissem Sinne paradox 
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(wie auch die Tatsache einer stetigen und doch nicht differenzierbaren 
Eunktion für einen gewissen Zustand unseres mathematischen Denkens 
paradox erscheint). Genau zugesehen, haben wir nur folgendes kon- 
statiert. Die Annahme, daB die unter den Klassenbegriff fallenden 
DingB diesen Klassenbegriff als logisch widerspruchsloses Gebilde 
bestimmen, muB fallen gelassen werden . 1 

Jede Tatsache, jeies Erlebnis, dessen Vorstellung aus der An- 
schauung mit dem Gefühle des Zwanges verbunden erzeugt wird, 
ist streng genommen unerklart und unerklarlich. Wir sprechen von 
einer ,,Erklàrung“, wenn wir die entsprechende Vorstellung in einen 
Denkbereich einstellen, in dem sie als logische Honsequenz anderer 
ebenso unerkliirter, aber — oft ganz willkürlich — als ,,einfaDher“ 
gedachter Tatsachen erscheint. (DieTatsache, daB ,, die Sonne scheint", 
ist wohl für die meisten Menschen einfacher, als die Unzahl der phy- 
sikalischen Theorien und mathematischen Begriffsbildungen, aus der 
sie der Astronom ,,ableitet“.) 

Bei einer ^Erklarung" des Russ ellschen Paradoxons, wd es sich 
uni ganz ungewohnte Gebiete unseres Denkens handelt, müssen wir 
offenbar ganz besonders vorsichtig sein. Sd mag es an sich ganz 
richtig sein, dafl der logische Widerspruch mit dem in der Beschrei- 
bung des fraglichen Klassenbegriffs eingetretenen impràdikativen 
Elemente in (logischem) Zusammenhange stelit. Aber es geht deshalb 
doch nicht an, die „Erklàrung“ des Paradoxons darin zu sehen, daB 
jede sol ch b Begriffsbildung a limine auszuschliefien ist. Das würde 
auf dasselbe herauskommen, wie wenn man die Besteigung einer be- 
SDnders gefàhrlichen Bergspitze polizeilich verbieten wollte! Die 
Bergspitze ist damib doch nicht aus der Welfc geschafft. 

Die beschriebenen Tatsachen werden damit weder erklart noch 
eliminierb, wenn man ihretwegen, wie es einzelne der bedeutendsten 
T 1 ors cher (Poincaré) getan haben. Dan tors géniale Schopfung, 
die Mengenlehre, im ganzen yerwirft, oder aber diese durch eine Be- 
schrankung des Mengenbegriffs zu ,,retten“ versucht. Den letzteren 
Weg hat Zermelo eingeschlagen und auch Russ élis ,,theory of types” 
gehort dem Wesen nach in diese Kategorie. Dabei mag aber SDgleich 
bemerkt werden, daB Dantors géniale Intuition ihn davor bewahrb 
hat, auch nur einmal auf impràdikativB Elemente gestützte „Schlüsse“ 
zu ziehen. 

1 Der Text ZBigt dies Bigentlich nur für den hier eingBführten und gBnau 
besuhriBbenen Klassenbegriff. Dieselben Betrachtungen kunnen jsdoch für dBii 
Klassenbegriff der Schullogik wiederholt werden. Übrigens ersieht man aus dan 
bisherigen und noch mBhr aus den folgenden Betrachtungen, daÛ diBaer in über- 
eilter Weiss einigen bBschritnkten AnschauungBn cntnDmmene ,, Klassenbegriff 
für sin Bxaktes Denken noch gar nicht vtfrwendet werden kann. 
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9. Der Tatbestand ist demgegenüber der folgende. 

Wir wdIIbii una gewisse gegebene Dinge vdii den nicht gegebenen 
Dingen gesondert (vers chie den) VDrstellen und verbinden dann, 
wenn wir yon „den gegebenen Dingen 11 oder von ,,jedein gegebBnen 
Dinge 11 sprechen, mit diesen Ausdrücken eine mehr oder rninder 
genaue Vorstellung. Eine „exakte Beschreibung 11 , eine ,, Théorie" 
unarea Denkens wàre aber offenbar wenig zufriedenstellend, wenn 
wir die eben angedeuteten Voratellungen nicht genauer beschrieben, 
sondem atatt dessen geradezu festsetzen wollten, daB diese Vor- 
stellungen aua der ,, Théorie 11 voilât an dig auszuschlieBen sind. 

Dffenbar |d. h. seiner Beschreibung nach) fallt jeder Klassen- 
begriff zweiter Art unter sich. Wenn ein Klassenbegriff demnach 
nicht unter sich fallt, muB er, wenn wir, wie überhaupt in diesem 
Exkurse, die lDgiachen Gesetze als zwingend anerkennen, ein Klassen- 
begriff erater Art sein. 1 Wir konnen nun festsetzen, daB allen Klassen- 
begriffen erster Art, die nicht unter aich fallen, dasselbe Ding (als 
Name) zugeordnet werde, und daB wir fur dieaea Ding ausschlieBlich 
diese Zuordnungen als definierende Erlebnisse zulassen. Für das sd 
definierte Ding, den Russellschen Hlaasenbegriff, tritt nun die friiher 
beschriebene paradoxe Erscheinung auf, dis jedoch bei genauerer Be- 
trachtung sich als ganz naturgemàB erweist. 

DaB der Klassenbegriff X nicht unter sich fallt, sagt einfach 
aua, dafl X von jedem der Dinge verschieden ist, die als ,,gpgeben“ 
den Klassenbegriff (erster Art) X definieren. Ebenso für den Klassen- 
begriff Y usw. Die Eistsetzung, daB dann und nur dann, wenn X 
nicht unter sich fallt, dem X der Name R zugeordnet werden soll, 
enthàlt nun absolut nichts, was zu einem Widerspruche führt. Der 
Widerspruch entsteht erst dann, wenn wir diese Festsetzung folgen- 
dermaBen formulieren: „Dann und nur dann, wenn X nicht unter 
sich fallt, soll X unter R fallen* 4 und damit in ungerechtfertigter 
Weise zwei ganz verschiedene Arten der Zuordnung — im Gegensatz 
zur Grundnorm unseres Denkens — als nicht vprschieden statuierBn. 

Es kann dies auch anders — vielleicht iidcIi klarer — ausgedrückt 
werden. Wenn wir in ,,X fallt unter sich" oder in ,,X fallt nicht unter 
sich 11 X dem X zuordnen oder nicht zuDrdnen, so ist von einem Er- 
lebnisse die Rede, in dem wir X mit den Dingen vergleichen, die als 

1 Daraus „folgt“ aber durchaus nicht, daB ein Klassenbegriff erster Art 
niemals unter sich fAllt. In den einfachsten Fallen zeigt dies eine unabwBisbare 
Anschauung. Aber dies schlieBt durchaus nicht aus, daB in gewissen Fallen der 

erzeugte Klassenbegriff notwendigerwBise nicht verschieden ist von einem der 
Dinge, die als „gegeben“ den Klassenbegriff definieren. jKlasse aller „nicht- 
iDten“ Dinge.) 
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,,gegeben“ den Klassenbegriff X definieren. Ebenso für Y. Die Zu- 
ordnung erfolgt also auf Grundlage einer Anweisung, die von X ab- 
hangig, d. h. für verschieiene X verschieien ist. Wenn wir aber X 
dem B zuDrdnen, vergleichen wir X mit den Dingen, die als „gegeben" 
den Klassenbegriff R definieren, benutzen also eine Anweisung, die 
von X unabhàngig ist. Wenn wir nun für diese verschiedenen An- 
weisungen genau denselben sprachlichen Ausdruck verwenden, be- 
gehen wir einen Fehler, den auch die SchullDgik als ,,[piatemiD ter- 
min orum" genau kennt und verbietet. 

Nach Feststellung dieser Tatsachen erscheint die folgendo Regel, 
obwohl sie aile sog. Antinomien der Msngenlehre als auf einer quatemio 
terminorum beruhende fais ch e Schliisse aufdeckt, beinahe als Gremein- 
platz. Wenn wir mit Hilfo gewisser Zuordnungen von Dingen aber- 
mals eine Zuordnung definieren, und in dieser Weise neue DingB 
adjungieren, wird es nicht immer gestattet sein, die sd definierte Zu- 
ordnung als nicht verscliieden von einer in der Définition schon be- 
nutzten Zuordnung zu statuieren. Insbesondere wird dies der Fall 
sein, wenn in der Définition schon ,,alle" als nicht verschieden zu 
betrachtenden Zuordnungen vorkommen, und diese Définition selbst 
dur ch jene weitere (jleichsetzung anscheinend nichtpràdikativ wird. 

1D. Yiel wichtiger aber, weil positiv neue Résultats schaffend, 
ist die allerdings jetzt sclmn als selbstverstàndlich erscheinende 
Bemerkung, dafi die aristotelische Logik, die nur einen einzigen 
unwandelbaren Sammelbegriff, den Klassenbegriff kennt, einer weit- 
gehenden Yerallgemeinerung fahig ist, die von unserem modemen 
mathematischen Denken geradezu gefordert wird. DaB wir aus 
,,gegebenen“ Dingen die Yorstellung verschiedener Sammelbegriff e 
bilden konnen, ist unmittelbar zu sehen, wenn wir sprachliche Aus- 
drücke wie ,,jedes gegebene Ding“, ,,alle gegebenen Dinge", ,,irgend 
ein gegebenes Ding“ oder auch ,,kein gegebenes Ding“ bilden. DieSB 
VerSDhiBdenartigkeit der Zusammenfassung, die insbesondBrB von Rus- 
sell 1 genau untersucht wurdB, kann aber noch mit Hilfe des gewohn- 
lichen Klassenbegriffs genauer beschrieben werden. Wenn wir z. B. 
aile ErlebnissB zusammenfassen, die ,,Tbüb“ oder „Folgen“ eines 
bestimmten Erlebnisses sind, so treten in dieser Art der Zusammen- 
fassung determinierende Momente auf, die über den Inhalt des Klassen- 
begriffs weit hinausgehen, da dieser ja prinzipiell dis der Zusammen- 
fassung selbst assoziierten Erlebnisse ausschliefit, von deren Ver- 
schiedenheit absieht. Uni ioch wird es niemandem einfallen, bei 


1 A. a. D., Kap. V des ersten Teils: „Denoting‘ s S. 53 u. f. 
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Sammelbegriff en wie ,,ein Sack Kartoffeln 11 oder „der Professoren- 
korper der Berliner Universitàt“ diB Art der Zusammenfassung zu 
ignorieren. 

Wir stellen demgemaB diB Tatsache fest, daB dieselben Dingo 
zur ErzBUgung vers chied ener Sammelbegriff b AnlaB gebBn 
konnen, indem wir eben dis gegebenen Dinge dem zu adjungieren- 
den Sammelbegriffe in vers chied ener WeisB zuordnen. 

Wenn z. B. in einer Urne sich ausschlieBlich rote Kugeln und 
schwarze Würfel befinden, künnen wir von den in der UmB befind- 
lichen roten Korpem und auch von den in der UrnB befindlichen 
kugelformigen Horpem sprEchen, und haben dabei ganz verschiedene 
Sammelbegriff b gebiliet; die Zusammenfassung geschah eben auf 
Grand ganz verschiedener ,,Eigenschaften“. Dafl diB zusammen- 
gefaflten Dinge dieselben sind, ist dabei für uns ein zufalliger, se- 
kundàrer, oder genauer ausgedrückt, ein neuer Umstand, der, wenn 
wir nicht von der Beschreibung der Urne un il der in dieser befindlichen 
Korper, sondem von den Sammelbegriffen selbst ausgehen, einB 
besondere Eigenschaft der gebildeten Sammelbegriffe ergibt. 

Die Unterscheidung der Sammelbegriffe nicht nur den gegebenen 
Dingen nach, sondem auch mit Berücksichtigung der Art der Zu- 
Drdnung oder Adjunktion führt über die Logik der Klassenbildung 
hinaus zur allgemeinen MengenlehrB. 

Die reiriB Menge als abstraktBr Sammelbegriff. 

11. Der primare Denkakt, den wir der synthetischen Erzcugung 
des reinen Mengenbegiiffs zugrunde legen, ist abermals diB Zuord- 
nung | Verknüpfung) eines bestiminten Dinges zu einem bestiinmten 
|von jenem verschiedenen oder auch nicht vers chie den en) Dinge. 
Tatsachlich sind diese Zuordnungen von der verschiedensten Art 
(Grand und Folge, Teil und Ganzes, Ding und diesem zukommende 
Eigenschaft, Term und Klassenbegriff usw. usw.). Wir konnen und 
wollen aber jetzt, wenn wir diese Zuordnungen selbst zum Gegenstand 
unseres Denkens machen, die mannigfachen, einer bestimmten Zu- 
ordnung assoziierten Yorstellungen als nicht vorhanden betrachtBn, 
genauer ausgesprochen, die diesen AsSDziationen entsprechenden Er- 
lebnisse als unserem Denkbereiche nicht angehorend fixieren |von ihnen 
,,abstrahiBren“), wohl aber — der Gruninorm unseres Denkens ent- 
sprechend — vuraussetzen, daB für irgend welche ZuordnungBn ihre 
GleichhBit oder Yerschiedenheit erkannt wird. Um in dieser Auf- 
fassung unser Denken genauer beschreiben zu konnen, wird es am be- 
quemsten sein, von einer a-Zuordnung, jS-Zuordnung usw. zu sprechen, 

KiJnln, MeDgeDlehlQ. 3 
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wd üb n-Zuordnujig von der /ff-Zuordnung als verachieden oder 
nicht verschieden gesetzb wird, jB nachdem diB Dinge a und fi ver- 
s chie den Dder nicht verschieden sini. 1 

Wir wollen nun wieier ala festgeaetzt denken, 2 3 daB gBwisae 
Dinge gegBbBn aind, oder — genauer — daB wir für jeiea Ding, 
daa überhaupt in unaere Betrachtung einbezogBn WBrdeii aoll, wisaen, 
□b ea ,, gegeben 1 1 oder ,,nicht gegBben“ iat. Dabei aei es aber ausge- 
schloasen, daB ein Ding gegeben und auch nicht gegebBn iat, wb au ch 
daB ein Ding weder gegeben noch nicht gegeben ist. Solchs Be- 
stimmungBn betrachten wir übsrhaupt nicht. 

Wir beachreiben femer ein en Denkbereich dur ch dis Festsetzung, 
daB jBdem gegebenen Dinge, und nur dieaen, ein dur ch den Eigen- 
namen X bBatimmtea Ding in der dur ch a beatimmten Weiae |„a- 
artig") zugeordnet aei. Der ao beschriebenB Denkbereich entapricht 
den in Art. 1 aufgeatellten Forderungen. 

Wir aetzen nun weiter feat, daB diB Bestimmung, welchea Ding 
durch X bezeichnet werden aoll, nicht bloB fehlt, a on dam au ch nach- 
traglich niemals erfolgen aoll. Ea bleibt dann — mit ÀndBrung des 
Inhaltea der in den Denkbereich gehorBnden Erlebnisae — nur die 
j^eatimmung 11 , daB albn gegBbenen Dingen, und nur 
dieaen, dasselbe Ding a-artig zugeordnet aei, oder auch, 
daB jedes gegebene Ding in der a-Relation zu ,,demaelbBn“ 
Dinge steht. 

Wir statuieren damit Dinge, diB „freie Schopfungen des rnensch- 
lichen Geistes“ sind, a von denen wir geradezu sagen künnen, daB 
aie erab durch den beschriebenen Denkbereich erzeugt |definiert) wer- 
den. Ein solchea Ding aoll eine reinB a-Menge erater Art 
heiBen. Yon den Dingen, die ala gegeben den erzeugBnden jdefi- 
nierenden) Denkbereich vollstàndig beschreiben, sagen wir, daB ai b 
a-Elemente der betreffenden reinBn a-MBngB aind; wàhrend 
für die nicht gegebenen Dinge auch der Ausdruck gebraucht wird, 
daB aie keine a-ElementB der betr. reinen a-Menge aind. 

Eine Sehr àhnliche, aber mit der vorhergehenden durchaus 
nicht zu verwechselndB ,,Begriffsbildung ,f (Ding-Adjunktion) er- 

1 Man kann ai ch daa auch ao vorstellen, iafl dBm abatrakten Zuordnunga- 
begriffe immBr eines dBr Dinge a, (3, ... (Biner willkürlichen Feataetzung nach) 
aaaoziiert werde, und dafi die Verachiedenheit der Zuordnung eben in dieaen Fest- 
aetzungen zum Ausdruck gelangt. 

* Wie der allgemeine Mengenbegriff in Analogie und Erweiterung dea Klasaen- 
be griffa entateht, ZBigt ai ch an der Deinahe wiJrtliehen WiedBrholung der vorher 
gebrauchten Bprachlichen Auadrücke. 

3 „Mittel, um die Verschiedenheit der DingB leichter und sch&rfer aufzu- 
fasaen 11 [Dedekind, Waa aind und waa aollen die Zahlen 7 Braunachweig 18BB. 
|Varwort)]. 
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fûlgt auch durch folgende Festsetzung: ,,DaS3elbe Ding ist allen gege- 
benen Dingen, auflerdem aber auch si ch selber — und nur diesen 
Dingen — a-artig zugeordnet 11 , oder auch: ,,JedeS gegebene Ding, 
wie auch daa zu adjungierende Ding, steht zu diesem in der n-Re- 
lation 11 . Wenn wir im übrigen den soeben befolgten Gedankengang 
genau wiederholen, gelangen wir wieder zur Erzeugung eines Dinges, 
das eine „freie Schopfung des menschlichen Beistes" ist und „reine 
a-Menge zwBiter Art" heifien soll. 

Nicht nur die gegebenen Dinge, sondem auch diB a-Menge 
zweiter Art SBlbst sollen jetzt a-ElementB der so erzeugten 
a-Menge zwBitBr Art heiBen, wàhrend diB nicht gegebenen Dinge 
nicht Eléments der Menge sind, eventuell mit AusnahmB der Menge 
selbst, die, wenn sie von allen ur3prünglich gegebenen Dingen ver- 
schieden ist, als ein neues Elément der Menge anzusehen ist. 

12. Die bei Erzeugung der Mengen zwischen gewissen Dingen 
festgesetzte (oder nach Erzeugung des Mengenbegriffs der An- 
schauung entstammende) Yerknüpfung wollen wir von jetzt ab in 
betpiemerer WeiSB ausdrücken, in ,,FDrmcln“, dio vorlàufig nur als 
abgekürzte Schreibweisen anzusehen sind. 

Wir schreiben 

a rel. a b 

für diB Aussage, daB ,,das Ding n“ a-artig „dem Dinge b“ zugeordnet 
ist, WDfür wir übrigens auch sagen, dafl das Ding a in a-artiger Re- 
lation (Zuordnung) zu dem Dinge b steht. 

Dffenbar konnen wir, von denselben Dingen al3 gegeben ausgehend, 
durch diB Art der Zuordnung verschiedene reinB Mengen erster oder 
zweiter Art bilden. 

Eine reine Menge erster Art ist durch diB Art der Zuordnung 

nn rl durch diB Bestimmung der gegebenen Dinge vollstàndig be- 

schrieben. Dagegen kann es ganz gut reine Mengen erster und zweiter 
Art gebBn, die verschiBden sind, trotzdem sie dieselben Elemente 
Bnthalten und durch dieselbe Zuordnung erzeugt werdBn. So seien 
z. B. a und b zwei primare Erlebnisse |z. B. diB GrBsichtseindrücke 
a und b selbst). Die durch a und b als gegebBne DingB erzeugtB a- 
MBngB zweiter Art M ist durch den Denkbereich 

[arel. a M, brel. a M, Mrel. n M] 

definiert und verschieden von der a-MengB erster Art N , diB aus den 
gegBbenBn Dingen a, b uni M erzeugt wird und durch den Denk- 
bereich 

\_aie\. a N, brel. a N, Mrel. a N] 

3 * 
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definiert ist. Dffenbar enthàlt trotzdem die a-MengB erster Art N 
uni die a-Menge zweiter Art M dieselben Elemente. M uni N werden 
durch verschiedene Denkakte aijungiert, uni Bini demnach als 
verschieden anzusehen. 1 


Dis MengBn dBr „MengBnlBhrB“. 

|Der gewbhnliche Mengenb egriff.) 

13. Der Begriff der }J reinen Menge", wie er auf den vorstehenden 
Seiten entwickelt wurde, ist der Sammelbegriff geringstën Inhaltes, 
den wir überhaupt bilden konnen. Der definierende Denkbereich 
enthàlt ebsn keine anderen Erlebnisse, als daB gewisse Dinge, die 
unter sich und von anderen „wohlunterschieden“ werden konnen, 
zu einem eben durch den DenkberBich definierten Ding in einer 
bestimmten a-Relation stehen. Insbesoniere fehlt jedB Angabe 
darüber, ,,wie“ die ,,gegebenen“ Dinge unter sich und VDn anderen 
unterschieden werden. Dadurch wird der Begriff aber so „arm“, 
daB er zur Beschreibung der entsprechenden tatsàchlichen Denk- 
vorgànge nicht ausreicht. 

InsbeSDndere ist aus dem die reine Menge erster Art definierenden 
. Denkbereiche jede Eestsetzung, ob ein Ding gegeben oder nicht 
gegeben, als „Erlebnis'‘ ausgeschaltet. Dem Denkbereiche . gehoren 
nur die Erlebnisse an, dafi gewisse DingB zu demselben (eben durch 
diese Zuordnung definierten) Dinge in der a-Relatiun stehen. Wàh- 
rend demnach jedes Erlebnis des Denkbereichs Verknüpfung des 
Mengenbegriffs mit einem gegeben en Dinge ist, wird iieser Mengen- 
begriff selbst schon durch die in der Verknüpfung ihm zugewieSenB 
„Stellung“ von jedem gegebenen Dinge verschieien. Disses Er- 


1 Ein b inter Basante Bemerkung, die miser „logischea" Schlieflen betrifft, 
und uns spater von Nutzen sein wird, mag BoglBich angefügt WBrden. Dffenbar 
aind M und N in gewisser Beziehung nicht verschieden, insofBrn aie dieselben 
Elemente in derselbBn WBiae enthalten. Den Deukhereichen, WBlcha M und N 
defini Bren, gehbrt weder daa Erlebnia ,,if ist von N versDhieden“, noch „M ist 
von N nicht verschieden" an. Wenn ich nun dem Denkbereiche, dem die Erleb- 
nisse 

a rel. a M, b rel. a M , M rel. n if, 
a rel. a N, b rel. a N, M rel. a N 

angehbren, noch das Erlebnis „if iat von N nicht VBrschiedBn" hinzufüge, ent- 
ateht kein logischer Widerspruch; und doch iat es ein Fehlschlufl, hieraua „M von 
N nicht verschieden" zu ,,folgern !E . 

Ein solchBr FBhlschlufl, der in der Mengentheorie BBhr VBrlockend erscheinen 
kann, wird aber wohl schon durch ein mathematiBchBS Beispiel bicht aufgedeckt. 
Aus x 2 = 1 , y 2 = 1 Bntsteht durch x = y kein logischer Widerspruch; trotzdem 
darf ich nicht x = y setzen. 



37 


13. Die Mengen der „Mengenlehre lf . 

lebnis gBhbrt aber nicht dem Denkbereiche an, sondern 
entsteht erst aus der Anschauung des (fertigen) Denk- 
bBreichs selbst. Und wir haben im allgemeinen gar kein Recht, 
dsn Denkbereich fur ,,unmoglich“ zu erklàren, wenn festgesetzt 
wird, daB eines der ErlebnissB „das zu definierende Ding ist von 
einem der gegebenen Dinge nicht verschieden" oder „ von jedem gege- 
benen DingB verschieden“ auch dem DBnkberBiche angehore. Dadurch 
wird eben die Définition geàndert. Der DenkbBreich ist durchaus 
nicht unmbgli ch, kann aber „durch logis ch e Schlüsse zu Wideraprüchen 
führen.' 1 Das muB eben noch nàher geprüft werden. 

In erster Reihe werden die Festsetzungen, nach denen ein Ding 
gegeben oder nicht gegeben ist, in den Denkbereich aufzunehmen 
sein. Erst wenn diese Festsetzungen ein mal getroffen sind, wird es 
ein Erlebnis, daB ein bcstimmtes Ding diesen Festsetzungen nach 
,, gegeben" oder ,, nicht gegeben" ist. Dieses Erlebnis wird sprachlich 
am becpiemsten so ausgedrückt, daB ein bestimmtes Ding die durch 
jene Festsetzung bestiminto Eigenschaft, die G-Eigenschaft (gegeben 
zu sein) besitzt (oder nicht besitzt). Dis Festsetzungen kbnnen in 
verschiedener Weise getroffen werden. DenigemaB gibt es verschie- 
dene solche Eigenschaften (G-Eigenschaft, H-Eigenschaft usw.). 

Wir statuieren nun einen Denkbereich [G] durch folgendB 
Festsetzung: 

Wenn X EigennamB eines gegebenen Dinges ist, soll das Erlebnis: 
,,X besitzt die G-Eigenschaft" dem Denkbereiche angehoren. 

Und einen weitBren DenkbBreich [M], dem die [G] an- 
gehorenden Erlebnisse angehoren und für den ferner noch die In- 
volution besteht: Das Erlebnis ,,X besitzt die G-Eigenschaft" in- 
VDlviert das Erlebnis: „X steht in der a-Relation zu M". 

Durch diese Involution wird kein Erlebnis als ,,dem Denk- 
bereiche nicht angehorend" statuiert; der Denkbereich ist nicht 
„unmoglich" und soll wieder als Définition des zu adjungierenden 
(mit M bezeichneten) Dinges dienen. 

Ein so definiertes Ding nennen wir kurzweg a-Menge |a-Menge 
der die G-Eigenschaft besitzenden, d. h. der gegebenen DingB) oder 
auch", wenn die Unterscheidung von an der en Mengenbegriffen dies 
erheischt, gewohnliche a-MBnge. Diese a-Mengen und (wenigstens 
bisher) nur diBSe bilden den Gegenstand der UntBrsuchungen der 
Mengenlehre. (Damit ist — wie Schon wiederholt betont wurde — 
einB solchB a-Menge durch einen regelrecht beschriebenBn Denk- 
bereich definiert, aber damit noch durchaus nicht die Anschauung 
gewonnen, daB aus dieSBm Denkbereiche durch logischB Schlüsse 
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sich niemals WidersprüchB ergeben; auch iann wàre M ein „Ding“, 
aber ein Ding, das logische Widersprüche ergibt.) 

Der soeben beschriebene Denkbereich [M] kann in komprimierter 
Schreibweise 1 mit 

[G], |X quai. G) inv. \X rel. n M) 

bezeichnet werden, wd „X quai. G 11 uni „X rel.„ M“ jwenigstens vor- 
làufig) nur sprachliche Abkürzungen für die Ausdrücke ,,X besitzt 
die G-Eigenschaft“ bzw. „X stehb in der a-Belation zu M " sind, 
wahrend das „ Symbol" [G], wie schon weiter oben festgesetzt wurde, 
andeutet, daB dann und nur iann, wenn X Eigenname eines „gege- 
benen" Dinges ist, „X quai. G“ dem DenkbBreiche angehort. 

Wir wollen endlich von jedern gegebenen Dinge und nur von 
diesen sagen, daB sie a-Elemente der Menge sind, oder auch dafl die 
Menge sie |als Elemente) enthült. In kurzer Schreibweise 2 , wenn 
X Eigenname eines gegebenen Dinges ist, 

X elem . a M oder M cunt. Q X. 

Diese Ausdrücke sind mit „X rel. a M“ nicht gleichbedeutend. 
Das letztere kann von beliebigen Dingen gesagb werden und ist in 
unserem FallB ein Beitrag zur Bildung des Denkbereichs, wahrend 
„X elem. a M il und „M cont. D X il veraussetzen, daB M eineschun defi- 
nierte a-Menge ist, d. h. Anschauungen ausdrücken, die an dem 
schon fertig konstruierten Denkbereiche erscheinen („evident“ 
werden). 

14. Der durch diese Betrachtungen erzeugtB Mengenbegriff 
ist einerseibs praziser, andererseits allgemeiner, als das, was in den 
bisherigen Untersuchungen zur Mengenlehre als Menge bezeichnet 
wurde. 

Als „Menge“ bezeichnet man nach Cantor 3 ,,jede Zusammen- 
fassung M von bestimmten wohlunterschiederien Objekten unserer 
Anschauung oder miseras Denkens jwelche die , Elemente 1 von M 
genannt werden) zu einem Ganzen." Auch wir nehmen diese Dé- 
finition des Mengenbegriff s an; nur ist dabei nicht zu ignorierBn, 
daB diB Art der Zusammenfassung (Zuordnung) verschieden sein 
kann, und daB die ,,Zusammenfassung“ als Denkakt eine sblche 
sein kann, daB eines der zusammenzufasSBnden „Dbjekte" in der 
„Zusaimnenfassung" selbst erzeugb wird. Dabei wird wohl auch der 


1 quai. = quali ta tis, rel. = relatum. 

8 elem. = slBinentum, Dont. = cuntinet. 

8 Bûtr&gB zur Begründung dBr tranafiniten MBngBnl BhrB. Math. Ann. 4B 
[1B95) S. 4B1. 
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15. Paradox vrscheinendz Mengen. 

Ausdruck ,,Ganzea M besser vermieden, der uns verleitet, in diB Art 
il Br Zusammenfassung diB Eigenschaften eines speziellen Falles der 
Anschauung hineinzutragen. Es soll jedoch ausdrücklich bemerkt 
werden, daB C an tors untrüglicher Forscherblick ihn davor bBwahrt 
hat, auch solche Mengenbildungen in Betracht zu ziehen, wo diB 
Nichtbeachtung der erwàhnten Umstànde zu Antinomien oder besser 
gesagt zu Fehlschlüssen führt. Dantor spricht in solchen F'âllen 
von ,,inkonsistenten M Mengen, ohne aber in seinen Publikationen 
auf diese eînzugehen. 1 


Paradox Brschelnende MBngBn. 

15. Die reine a-Menge erster Art ist — wie schon erwahnt — 
ihrer Définition nach verschieden von den sie definierenden gegebenen 
Dingen, insofem für dieSB nur die in den Denkbereich aufgenDmmenen 
ErlebnisSB gelten. Hierin unterscheidet sie sich we3entlich von der 
j«tzt betracht etBn jgewohnlichen) a-Menge. 2 

Der Annahme nach ist eine Festsetzung getroffen, die für jedes 
Ding entscheidet, ob es gegeben ist |die G-Eigenschaft besitzt) uder 
nicht. Andererseits ist es aber auch festgesetzt, daB die durch den 
beschriebenen Denkbereich definierte a-Menge M ein Ding ist. JenB 
Festsetzung, die für jedes Ding gilt, entscheidet |damit ist nur mit 
anderen Worten dasselbB gesagt) darüber, ob M gegeben (die G- 
Eigenschaft besitzt) oder nicht, ob (wieder nur mit Ànderung der 
Ausdrucksweise) das Erlebnis ,,M quai. G“ dem Denkbereiche an- 
gehort oder nicht. Es ist Bntschieden, ob M ein a-Element von M 
ist oder nicht. Das letztere findet z. B. stets statt, wenn die ge- 
gebenen Dinge durchweg Erlebnisse sind. So wird „die a-Menge aller 
ErlebnisSB 11 sich nicht als a-Element enthalten. 

Als Beispiel einer a-MengB, diB sich enthîilt, gilt gewohnlich in 
erster Reihe „die a-Menge der Dinge, die die Eigenschaft besitzen, 
nicht-rot zu sein". Die Menge besitzt selbst auch diese Eigenschaft, 


1 In chronologiachBr ReihenfolgB ist WDhl die aog. Antinomie ,, aller wohl- 
gBordneten Mengen 1 V die wir erat apàter |Kap. IX. Art. 4) betrachten werden, 
diB b rate a us führliohBr dargBlegte. |Burali-Forti, Una question» h Ali numeri 
transfiniti, RBndiconti del Circolo MatematicD di Falermo, Bd. 11 |18B7) S. 164). 
RubbbII |a. a. O.) nnd ZBrmelo |in mündlichen Mitteilungen) haben dann zuerat 
darauf hingawiesen, daB Ëthnliche Schwierigkeiten achon bei yiel Binfacheren 
Gebilden, z. B. dBr MengB aller BÎch nicht enthaltenden MengBn anftreten. Die 
Literatur des Gegenstandes ist BeitdBm ziemlich angBwachsen. 

* Die V Brwep hflliin g der reinen und der gewbhnlichBn a-MangB führt zu 
dem FehlachluBBB, dall die letztere sich niemala ala Elément enthalt. So z. B. bei 
SohoenfliBB, Uber diB logiachBn Faradoxien dBr Mengenlehre, Jahresber. 
d. d. Math.-Ver. |Bd. XV. 1B0B) S. 19. 
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mit andem Worten, sie enthàlt sich. Dffenbar ist aber das Beispiel 
sehr rüh; der Dingbegriff, der dabei auftritt, ist gar nicht wissen- 
schaftlich gefaflt; ebensowenig diB Unterscheidung zwischen nicht- 
rot Dder nicht nicht-rot . 1 

Ni ch ta hindert una M au ch dann sin Ding zu nennon, wenn aua 
den Erlebnisaen dea Denkbereichs durch gewisse Regeln |dis wir 
Regeln der logischen Deduktion nennen werden) Vorstellungen von 
Erlebnissen ,,abgeleitet“ werden, die mit den Erlebnissen des Denk- 
bereichs in Widerspruch geraten. Es wird dann eben M ein „Ding“, 
dess en Définition ,,zu Widersprüchen fiihrt" (ohne aber solche un- 
mittelbar zu enthalt en ). 2 

Sobald die dem Mengenbegriffe zugrundeliegende Cr-EigBn- 
schaft der iiuBeren oder der inneren Anschauung, d. h. der Erfahrung 
entstammt, fordert offenbar die Bildung des Begriffs ein Postulat 
fErfahrungspostulat); daB wir namlich auf Grund der Anschauung 
entscheiden kbnnen, ob ein Ding die Cr-Eigenschaft besitzt oder nicht. 

1 Ea mag Bin für allemal betont werden, daB der Aufbau dea Dingbegriffa 
hier ausschlieülich für die Zwecke dea mathematisch-logiachen Denkena geachieht, 
dem Bieh noch hbchstens die ThBorien der ,,matheinati8chen“ Phyaik anschlieflen, 
insofern wir von einer tatsàchlichen Übertragung auf die Natureracheinungen 
abseben. Wenn wir vun diesem Blatt Papier ala Ding aprcchen, ao geachieht diea 
auch nur auf Urund einer ZuaammBnfaaaung mannigfacher Erlebniaae, deren 
„unmittelbare“ Realitàt etwaa ganz anderea iat, ala die Realitat dea Papierblattea. 

DaB nur Erlebniaae ala Bewufltseins-Akte Reabtàt beaitzen, iat Bin Satz, 
desaen Inhalt ganz davDn abhàngt, waa wir „Realitiit“ nennen wollen. Jedenfalla 
iat die Realitat dea Erlehnissea: „Der Stein f'âllt“ eine ganz andere, ala die Realitat 
dea tëteina aelbst. 

So iat auch daa Kantache Ding an aich „ein Ding“, Dhne aber dBahalb die Re- 
alitat einea Bewufltaein-Aktea zu beaitzen. 

2 Ea wird spater unaerB AufgabB sein, solchB DingB, und diB entaprechenden 
Denkbereiche auazuschlieBen, wenn wir eben in der iSyntheaia unaereamathematiach- 
logischen Denkena zur Beschreibung logiacher Denkbereiche gelangen. Vorlaufig 
iat daa für unseren Dingbegriff durchaua nicht nbtig, wenn wir nur in dieaen nicht 
— wozu die Gewbhnung unaerBa „lDgischen“ Denkena uns aehr leicht verleitet — 
mehr hineinlegen, ala die Beschreibung einBS der Grundnorm unaerBa Denkena 
entBprechBnden Denkbereichs. 

Einer der wichtigsten Gesichtspunkte bei dieaen spàteren UnterauchungBn 
mag der Klarheit wegen schon hier angeiBUtet werden. Wenn wir die dem fertigen 
Denkbereiche entaprechenden AnschauungBn in miser Denken aufnehmBn, wird 
in der Beschreibung einBS Erlebnisses: „A rel._ M li diB Beschreibung von A schon 
enthalten sein. Dieae selbat kann die a-Relation schon enthalten, und dieBBr 
Umatand allBin genügt schon, um die a-Relation in ,,A rel.^ M “ ala von jener ver* 
achieden zu erkl&ren. Doch kbnnen wir die beiden Relatiunen ala „in gewisser 
Beziehung nicht verschieden' 1 betrachten, ala nicht „identisch“, aber „isolog“ 
erklaren, und damit zu einer widerspruchaloaBn Auffasaimg durchdringen, waa 
in der Identitatalehre der reinen Logik tata&chlich gBSchiBht. 

Um aber eine Menge von ,,Dingen“ zu definierBn, kbnnen wir auch eine f- 
Relation benützen, die von den bei der Bildung der Dingbegriffe benutzten VBr- 
schieden ist. Es wird aich zeigen, dafl das immer mbglich iat, waa aber jetzt noch 
dahingestellt bleiben mag. 




V) — 16. Paradox erscheinende Ment/en. 
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Wir müssen Üb Gr-Eigenschaft — um einen von Zermelo einge- 
fiihrten Ausdruck zu benützen — ala définit vorausaetzen. Da 
wir ja niemala den entaprechenden Versuch für jades Ding aus- 
geführt denken künnen, aber doch vorausaetzen, daB der Versuch 
für jedea Ding ausgeführt werden kann, und dadurch das Erlebnia: 
,,Ein bestimmtea Ding beaitzt die G?-Eigenschaft , ‘ eine unabweis- 
bare oder unannehmbare TatsachB wird; handelt ea sich für daa 
empirische Denken um eine unvermeidbare Schranke, lUb durcli eine 
entaprechende „Hypothese“ wohl nicht weggeràumt, aber unaerem 
Denken ertraglich gemacht wird. |Für daa reine Denken wird an S telle 
einer solchen Hypothèse eine Beschrankung des Dingbegriffs treten, 
die in miser b Betrachtung ein treten mu B, wenn wir die Eigonschafb 
ala définit aufrecht erhalten wollen.) 

1S. Daa Russellsche ParadoxDn bpzieht sich in praziser Fassung 
auf die a-Menge aller sich nicht enthaltenden a-Mengen. 
Die Gr-Eigenschaft ist demnach „eine a-Menge sein, die sich nicht 
enthalt" und für den bis h Br genau festgestellten Dingbegriff définit. 
|Ein Erlebnis ist kcine a-Menge; ebensowenig eine 0-Menge usw.; 
aollte der Dingbegriff anderweitig erweitert werden, ao wird dieser 
eben wieder die G-Eigenschaft nicht besitzen.) 

Die Involution 

[X quai. G) inv. |Xrel. a B), 

wd wir die zu definierende a-Menge mit B bezeichnen, sagt ausführ- 
lich hingeschrieben: Wenn X eine a-Menge ist, die sich nicht enthalt, 
aoll die zu definierende Menge B die Menge X ala Elément ent- 
halt en. 

Da aber die Beschreibung des definierenden Denkbereichs durch 
Involution erfolgt, wird ea notwendig sein, genauer nachzusehen, 
ob der Denkbereich wirklich ein solcher ist, d. h. der (jrundnDrm 
unaeres Denkens entspricht. Die Gr-Eigenschaft wird als définit 
vorausgesetzt. Ea muB alsD auch entschieden sein, ob die definierte 
a-MengB B sich enthalt oder nicht, wenn der Denkbereich überhaupt 
^oglich" ist und damit auch eine a-Menge definiert. 

Ist X Eigenname einea von B verschiedenen Dinges, das die 
G-Eigenschaft beaitzt, so liefert die Involution ein Erlebnia, daa dBm 
Denkbereiche angehort. Dieaesist: ,,Xrel. „B 11 , das der unmittelbaren 
Anschauung nach \X ist eben von B verschieden) von jedem ErlebBn 
der Cr-EigBnachaft verschieden iat. Ist aber X EigennamB einea von 
B verschiedenen Dinges, das die Gr-Eigenschaft nicht beaitzt, ao 
liefert die Involution überhaupt kein Erlebnis, das dBm DenkbereichB 
angehort. 
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Ein VerstoB gegen die Grrundnorm unseres Denkens, sd daB 
[G], [X quai. Gr) inv. |Xrel . a R) 

überhaupt hein Denkbereich ist, kann, wie üb Anschauung lehrt, 
nur so erfolgen, dafl X Eigenname des adjungierten Dinges R ist. 1 

R ist denbestehendenFestsetzmigennachgegeben, d.h.,,2? quai. G?" 
gehbrt dem DenkbereichB an Dder dies ist nicht der Fall. Ist R ge- 
geben, so gehbrt — wieder gemàB den bestehenden Festsetzungen — 
auch „RrQ\. n R li dem DenkbBreichB an. Das heiBt: R ist eine sich 
enthaltende Menge, oder R ist nicht gegeben. Der Denkbereich ist 
unmoglich. 

Wenn aber ,,R quai. Cr“ dem Denkbereiche nicht angehôrt, d. h. 
R kein gegebenes Ding ist, sagt auch die Involution nichts in bezug 
auf dsn Denkbereich aus, und „ErBl. B R li gehbrt dein DenkbereichB 
nicht an, was aber in anderen Worten ,,R ist ein gegebenes Ding“ 
aussagt. R ware wieder gegeben und auch nicht gegeben. 

Mit aniern Worten: 

[Gr], |X quai. G) inv. |Xrel.„E) 

ist gar kein Denkbereich und definiert auch demgemàB kein Ding. 
In der gewühnlichen Sprachweise sagen wir auch: ,,Eine a-Menge 
aller sich nicht enthaltenden a-Mengen existiert nicht." Dabei ist e3 
,,für unsere Anschauung" ganz klar, wie wir dur ch die ,,entgegen- 
gesetzte" Bedeutung von „R quai. G 1 und „I2rel. a IÎ [i zu diesen 
,, Anschauung en" gelangen. 

DiB sog. ,, Antinomie" wiirde nun darin bestelien, daB dis G- 
Eigenschaft définit ist und doch keine a-Menge der die Gr-Eigenschaft 
besitzenden Dinge existiert. Eine sorgsame Darstellung hat uns 
aber offenkundig gezeigt, daB dies b beiden Aussagen BbBn nicht 
in allen Fallen dasselbe sagen. Eine Antinomie wàre auch dann 
nicht vorhanden, wenn wir in der SyntheSB unserer Anschauungen 
überhaupt nicht weiter gelangen kbnnten. Dem ist aber offenbar 
nicht so; offenkundig konnen wir den allen gegebenen Dingen Bnt- 
sprechenden SammBlbegriff auch hier leicht fassBn. Es ist dies „die 
0-Menge aller sich nicht enthaltenden a-MengBn", wo fi 
von a v bts chie den ist. Der in [G] benutzte Relationsbegriff ist 
der Définition nach von dem in der Bildung von R benutzten ver- 
schieden, und diese doch gleich zu setzen, als „in gewisser Beziehung 
nicht verschieden" anzunBhmen — was in anderen Fallen gestattet 


1 Die implizite Vurausaeizung, dafl „von R vérsuhiBden sein 11 oder auch 
„von R nicht VBrschiBden aein“ eine definite Eigenachaft ist, iat am klarsten als 

BeachrBiikung des Dingbegriffe Belbat zu fassen. 




15 — 17. Paradox vracheinmds Mengen. 
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sein mag — führt jetzt zu jener Verletzung der Grrundnorm unseres 
Denkens. Damit iat auch diB Halle des ,,impràdikativBn“ Elementes 
in di es en Anschauungen genau auseinandergesetzt. 

Dffenbar führt 

[GJ. (Xqual.GJ inv. 

wo [GrJ an d bu t en soll, daB die Gr-Eigenschaft si ch auf a-Mengen 
bezieht, und a von P verschieden iat, zu einem ganz regelrecht de- 
finierten Denkbereich. „X quai. Gr a ,s und ,,.Xrel.£.R“ aind eben jetzt 
Erlebnisse, der en Zugehbrigkeit zum DenkbereichB nichta mitein- 
ander zu tun hat. 

R ist jetzt eine jff-MengB, und besitzt ala solche gewifl nicht die 
Gr ft -Eigenschaft. DemgemàB gehbrt ,,E rel.^ E“ dem DenkbereichB nicht 
an. R ist eine si ch nicht enthaltendB /ï-MengB; sie enthàlt eben nur 
gBwissB a-Mengen. 

17. DiB klare Auffassung dieser Begriffsbildungen wird wesent- 
liuh unterstützt, wenn wir in àhnlicher Weise versuchen, diB a- 
MengB aller sich Bnthaltsnden a-Mengen zu bilden. |DaB 
diB jff-MengB dieser Dinge dur ch einen der Grundnorm unseres Den- 
kens enta pre ch end en Denkbereich definiert ist, braucht wohl kaum 
auseinandergesetzt zu werden.) 

Wenn wir ,,eine a-Menge sein, die sich enthàlt' 1 jetzt ala H a - 
Eigenschaft bezeichnen, ist es die Forderung eines Denkbereichs 

[HJ, \X quai. HJ inv. \X rel. a S), 
die nàher zu untersuchen ist. 

Ist X Eigenname eines von S verschiedenen Dinges, so stehen diB 
Verhàltnisse geraieso wie früher. Für S selbst sagt aber „S quai. H a “ 
uni „Sié[. a S li genau dasselbB: ,,S ist eine sich enthaltendB a-MengB 11 . 
DiB Involution wird identisch und tràgt nichts zur Beschreibung 
des DBnkbBreiches bei. So gelangen wir — wiB die Anschauung zeigt 
— niemals zu dem Erlebnisse: ,,iSrel. n *S“; dieses Erbbnis gehort dem 
(übrigens regelrecht definierten) Denkbereiche nicht an. iat eine 
sich nicht Bnthaltende a-MengB, Üb aile sich Bnthalten- 
dBn a-MengBn und nur dieSB enthàlt. 

Nichts hindert uns aber festzusetzen, daB auch n Sio[. a S tl dem 
DenkberBichB angehore. Dann dürfen wir aber nicht vergessBn, daB 
wir so den definierenden Denkbereich und damit auch das zu de- 
finierendB Ding geàndert haben; dementsprechend wollen wir die 
jetzt zu definierBnde Menge mit T bezeichnen. Dann zeigt die An- 
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achauung — genau wie in den achon behandelten Beiapielen — daB 
der Denkbereich 

[HJ, \X quai. HJ inv. |Zrel. n T), TreL.T 

regelrecht definiert iat und T aine aich enthaltende a-Menge 
iat, die aile aich enthaltende a-Mengen und nur diese 
enthâlt. Dafl dieSB Mengenbildungen auch „zu keinerlei logischen 
Widersprüchen führen“ J wird spater zu zeigen sein. 

An Stelle der j.Unmoglichkeit 11 im früheren Beiapiele ist hier 
eine „Zweideutigkeit“ der Losung des Problems getreten. 




Drittes Kapitel. 

Die Erweiterung des Dingbegriffs 11. 

[Bild and Relation. Ëndliche Mengen and sndli^he DenkpTDzesse.) 

BildprozBD. Reihe. 

1. Als einfachsto Mengenbildung kann wohl eine sulche ange- 
sehen werden, wo ein bestimmtes Ding, z. B. a, und nur dieaes ala 
gegeben angenommen wird, diB entsprechende Cr-Eigenschaft dem- 
nach „von a nicht verschieden sein“ ist. Die Bezeichnung des Denk- 
bereicha mit 

a quai. G , [X quai. G) inv. \X rel. a M) 

kann dann unmittelbar |auch ohnB Begründung) mit der Aufzàhlung 
der dem Denkbereiche angehürenden ErlebnissB 

\a quai. G, arel . a M) 

vertauscht werden, mid liefert so die Définition der „das ein zi go 
Elément a enthaltenden a-MengB 11 . 

DiB so definierte Menge bezeichnen wir als durch diB beschrie- 
bene Festsetzung aua a „erzeugt“. IrgBndeinBm beliebig gewàhlten, 
aber bestimmten Dinge entspricht so die aua diesem erzeugtB a-MengB, 
welche dieses und nur dieses bestimmtB Ding als Elément enthàlt 
und von diesem Dinge verschieden iat, wenn auch nur dadurch, dafl 
dieaB „Erzeugung“ in die Beschreibung des erzeugten Dinges neu 
aufgenommen ist. DiB Anschauung lehrt uns femer, dafl mit der 
Anschauung des erzeugten Dinges immer auch die Anschauung des 
jierzeugenden 11 (ursprünglich beliebig gewàhlten, aber bestimmten) 
Dinges verbunden ist. Mit andern WortBn: Ist einmal der Erzeugungs- 
prozeB festgesetzt, so ^estimint" (definiert) das BrzeugendB Ding 
das erzeugtB Ding, und auch das erzeugtB Ding das erzeugendB Ding. 

Der Erzeugungsprozefi (die obigs Festsetzung) soll kurz als f- 
PrDzefi bBZeichnet werden; das erzeugte Ding heiflB, wenn x Eigen- 
name des erzeugenden Dinges ist, das f-Bild von x, kurz: f x, wo dieses 
Zeichen wieder vorlàufig nur als abgekürztB Schreibweise geltB. Àhn- 
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lich nennen wir x dasf-Bild von f x; so dafl J (fx) eine nsuB Bezeich- 
nung von x wird. 

Solange wir nur dsn oben beachriBbenen Erzeugungsprozefl be- 
trachten, konnen wir mit iissen BezeiohnungBn auakommen; offen- 
bar gibt es aber verschiedenB Erzeugungaprozesse, z. B. wsnn wir 
nicht a-Mengen, sondBm /?-Mengen bilden; oder WBnn wir fBStsetzBn, 
dafl dis zu erzeugende Menge daa bsliebig gewàhlte, aber beatimmte 
Ding, dsssen EigennamB x iat, und aufierdem daa ein für alternai 
gBwàhltB Ding k, und nur dieSB ala Eléments enthalte. In dieaen 
Fàllen werden wir von f a , Dder auch f, g...-Bildem uaw. 

aprechen. 

Festsetzungen, in denen da3 erzeugendB und daa erzeugte Bild 
sich gegenaeitig beatimmen |definieren) (wir kennen hier dem 
gewijhnlichen Gebrauche dea Wortes entsprechend nur eindeutigB 
„BBStimmungBn") sûllen BildprazeaaB genannt werdBn. 1 Wir 
aprechen in der Folge kurz von f-Prozessen und veratchen darunter 
irgendeinB der beschriebenen Festaetzungen, aber selbstverstàndlich 
immer dieselbB. 

Wir konnen und WDÜen nun weiter die Festsetzung treffen, daB 
von x aua g eh end, nicht nur daa f-Bil d v on x, das ist fx Brzeugt 
werde, aondBrn auch, WBnn ein aolchea f-Bild erzeugt iat, 
dieaea wieder ala erzeugBndes Ding zur Erzeugung aeines 
f-Bildea verwBndet werde. 

Dieae Festsetzung führt zu einer sehr merkwiirdigen Tatsache. 
Die in ihr enthaltene ^Forderung" iat vollig pràzia. Aus x ist fx, 
aua fx wieder ffx, aua ffx abermala fffx zu erzeugen. ,,Und so fort." 
In diesem ,,und so fort" ist eine grundlegende Anachauung |ein ayn- 
thetiachea Urteil) enthalten, die am Anfange. jedes logischen Denkena 
ateht und nicht umgangen werdBn kann. Wenn wir der Featsetzung 
entsprechend irgendein Ding ala Bild erzeugt haben, iat disses Bild 
wieder ala erzeugendea Ding zu verwenden (und das neu erzeugtB 
Bild ist von den schon erzeugten Bildem, zumindeat durch seinB 
„Stellung" im ErzeugungaprozBsae aelbst, verschieden). DiB ge- 
troffenB Featsetzung oder Forderung VBrstoflt nirgBnda gegen diB 


1 Dis hier beschriebenen Bildprazesse entsprechen dBr bishBrigen Erweite- 
rung dea Dingbegriffs. Es gibt aber natürlich auch andBre ahnliche Festsetzungen 
Z. B. „Ich steile mir ein I^ng vor" ist Bin Erlebnis, das van dem „VDrgestellten“ 
Dinge verschieden ist und auch ala Bild des erzeugenden DingBS angesehen werden 
kann. Die Anwendung der Mengen, diB nur Bin Elément enthalten, stammt von 
Zermelo; hat aber bBi ZugrundelBgung unseres MBngBnbegriffs einen ganz ver- 
schiedenen logischBn Inhalt. Sa sind für uns diB De dehindsohen Begriffe, wie 
Vorstellung von x, Vorstellung dBr Vorstellung von x usw. auch MBngen, die nur 
ein Elément Bnthalten. 
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Griuidnorm unserea ÜBnkens uïid darf — wenigatena bei der hier 
'gebrauchten pràzisen Bedeutung diesea Wortea — nicht ala ,,un- 
moglich" abgetan werden. |AbgB3Bhen davcn, dafl dann jedes mathe- 
matisch-logischB Denken gleichfalla ,,unmoglich" wâre, d. h. ab- 
gelBhnt werden müBte.) Wir haben ea nicht mit einer Schranke 
unserea Denkvermijgens, wohl aber mit einer SchrankB unaerss 
Ana chauungs vermogens 1 zu tun. Diese SchrankB kdnnen wir 
vBrschiBbBn, aber nicht aufhebsn! Wohl absrist sa — impràzisen Sinne 
dea Wortea — unmoglich, dieae Schranke anzugeben. DaB unaer 
Ana chauungsvermogen bis zur Anschauung der Erzeugung 
einea bestimmten Bildes langt, und nicht weiter, iat 
unmëglich. Mit dieser Anschauung konnen wir die Erzsugung 
dea Bildea jenea Bildea verbinden,. und daa se erzeugte Bild iat der 
Anachauung zugànglich und de ch von allen der Anschauung zu- 
gànglichen Dingen, damit auch van sich aelbst verschieden, waa in 
der Tat gegen diB Grundnurm unserea Denkens verstüBt. 

Die Annahme, daB dieSB Schranke angegeben werden 
kann, muB fallen gelassen werden. 2 3 

Um nun jene Festsetzung oder Forderung nicht nur mit unserem 
Denkvermogen, sondem auch mit unserem Ans chauungsvermogen 
in Einklang zu bringen, muB sie durch eine |niehr oder weniger) 
willkürliche Festsetzung der Schranke geàndert werden. Wir kdnnen 
und wollen ein bestimmtes, durch den mit x beginnenden f-ProzeB 
erzeugtea Ding |z. B. fx oder ffx oder fffx) wàhlen, und den f-ProzeB 
selbat dann durch diB Vûrschrift „beschranken“, daB unaerB im 
f-ProzeB beschriebene Denktatigkeit mit der Erzeugung jenea Dingea 
eingestellt werde. Die ursprünglich gegebenB Festsetzung wollBn wir 
weiterhin ala „offenen f-ProzeB" von der jetzt gegebenen Feat- 
setzung ala ,,geachlDsaenem f-ProzeB" unterscheiden. 

Ein Ding, daa durch einen dem x entatamm en d en 
geschlossenen f-ProzeB erzeugt wird, aawie auch das 
Ding x aelbst, soll kurz „Glied dBr £ X| |-Reihe" heiBen. 

2. DaB wir die Dinge, die Glieder der x entstammenden iÿ x f - 
ReihB, von allen andem unterscheiden, mit andem Worten ala 

1 Nebenbei s si bemerkt, daB diBSe SchrankB, wenn wir uns in (lisser An- 
mBrkung liber diB methodischs SyntheSB dBS Textes hinwegaetzBn, nicht im Un- 
Bndlichen, sondem im EnilichBn ÜBgt. Wir konnen diB Vorstellung dBr Kar- 

dinalzahlen 2, 10, viBllsicht auch 1DOO durch Anschauung gBwinnen; für bûib 
Trilliun ist diBS gewiB nicht der Fall. - 

3 Unser Ans chauungs vermbgBn ist fortwahrend dBr Erweiterung f&hig, un- 
fertig IwsdBr Bndlioh, no ch unBndlich). „Der Anschauung zugânglioh sein 11 
ist ksine (defini te) Eigensohaft. Es miiBte dann diB Anschauung entschaiden, 
ob die Anschauung erzsugt WBrden kann. 
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,,gegeben“ ansehen konnen, oder auch dafl ,,Glied der x entstammen- 
den ^ p-Reihe sein 11 eine Gr-Eigenschaft ist, muB, wie schon ausein- 
andergesetzt wurde, als Postulat der Erfahrung hingenommen 
werden; wir künnen diese AnnahmB erlàutem, aber niemanden zwingen, 
disse Behauptung als unabweisbarB Tatsache hinzunehmen. Aller- 
dings hort bei Leugnung dieser Behauptung die Moglichkeit jedes 
mathematisch-logischen Denkens, auch die Moglichkeit des Zàhlens 
auf. Um doch jenes Postulat zu erlàutem, bemerken wir, dafl wir 
bei einem geschlossenen f-Prozesse es vor allem mit einem Dinge zu 
tun haben, von dem uns eben die Anschauung gelehrt hat, daB ps 
in der Tat durch einen Dffenen f-ProzeB erzeugt wird. Der ent- 
sprechende geschlossene f-ProzpB ist dieser Annahme nach der An- 
schauung zugànglich, und die Anschauung dieses geschlossenen f- 
Prozesses lehrt uns eben, daB gewisse Dinge und nur diese „Glieder 
der x entstammenden $ Xif -Reihe sind.“ Wir erfahren im engsten 
Sinne des Wortes, daB fx Glied der S Xi f -Reihe ist, d. h. daB es z. B 
bei dem |mit ffx) geschlossenen f-Prozesse erzeugt wird. Unserer 
Denkgewohnheit erscheint die3 beinahe als Tautologie, und dabei 
hat es uns noch gar niclit zu kümmem, ob diese Anschauung nicht 
eventuell „zu Widersprüchen führt“. Wir haben nur dieSB Anschau- 
ung als unabweisbare Tatsache hingenommen, aber noch gar nicht 
behauptet, daB dieSB Tatsache mit anderen Denkprozessen verbunden 
uns immer als unabweisbar erscheint. 1 

DaB unser Anschauungsvermogen bei Anwendung des offenen 
f-Prozesses plotzli ch versagt, d. h. daB J as so erzeugte Ding k noch 
der Anschauung zugànglich ist, dies aber für das aus k erzeugte Ding 
f k nicht mehr der Eall ist, erwies sich als unmoglich. Unser Anschau- 
ungsvermogen hat eben keinB Schranke, wenigstens keine teste 
Schranke. Es ist einer unausgesetzten Vervollkommnung fahig. 
Wir haben kein Recht, von irgendeinem durch einen offenen f-ProzeB 
erzeugten Dinge zu behaupten, daB es auch nach jeder wiB immer 
geschehenen Vervollkommnung unseres AnschauungsvBrmbgpns der 
Anschauung unzugànglich bleibt. Keinesfalls widerstreitet es der 
Grundnorm unseres Denkens, wenn wir die folgende Behauptung als 
Erf ahrungspostulat aufstellen. 

Jedes durch einen x entstamm en d en offenen f-ProzeB 
erzeugtB Ding ist nach entspr e chend er Vervollkommnung 
unseres Ans chauungsvermogens der Anschauung zugàng- 
lich. (DaB x selbst der Anschauung zugànglich gedacht wird, ist 

1 Selbst wenn solohe DenkprozBSSB sich auffinden liBflen, würe jenBS Postulat 

eine SBhr niitzliche „naturwissenschaftlichB Hypothèse 11 , mit deren Hilfe wir ge- 
wisse Denkerfahrungen wissens chaf tli ch kl&ren und ordnen. 
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dabei nicht besonders zu erwâhnen; diB Behauptung selbst verlorB 
sonst ihren Binn.) 

DiB Setzung Bines solchen, von dem unsem wohl quantitativ, 
aber nicht qualitativ vers chie den en Anschauungsvermogens, mit dem 
wir „arbBitBn“ künnen, ohne es doch zu besitzen, ist diB grundlegBndB 
Errungenschaft des philDSDphierenden inenschlichen Geistes. Diese 
Vervollkominnung unseres Anschauungsvermbgens — wenn not- 
wendig — au ch schon als geschehen angenDmmen, gelangen wir 
dazu, jedes dur ch einen dem x entatammenden offenen f-ProzeB 
erzeugte Ding als dBr Anschauung zugànglich und sd auch als 
bestimmt (von irgendeinem Dinge verschieden oder nicht ver- 
schieden) anzunehmen. Die Anschauung eines solchen Dinges 
ist nichts anderes als die Anschauung der Erzeugung 
des Dinges 1 ; und damit sind die durch den f-ProzeB erzeugten Dinge 
auch mit der Vers chie denheit ihrer Erzeugung als verschieden er- 
kaunt. Wir sind demnach berechtigt festzusetzen : 

Jedes Ding, das durch einen dem x entatammenden 
offenen f-ProzeB erzeugt wird, sowie auch das Ding x 
Selbst, soll ,,Glied der /S lf -Reihe “ heiBen jsein). 

Die Beschrankung auf geschlossene f-Prozesse fàllt fort; jedes 
Ding, das durch den offenen f-ProzeB erzeugt wird, kann eben zur 
,, Beschrankung" dieses Prozesses benutzt werden, und wird sd auch 
durch diesen geschlossenen ProzeB erzeugt werden. 

Nach diesen Voraussetzungen lehrt uns diB Anschauung jwenn 
eben unser Anschauungsvermijgen entsprechend vervollkominnet 
gedacht wird) ob irgendein Ding Glied der iS^f-Reihe ist. „ Glied der 
& lf -Reihe sein" kann als G-Eigenschaft gefaBt werden |ist eine 
definite Eigenschaft) und die sd gegebenen Dinge definieren eine |- 
Menge, diB (gBWohnliche) MBngB der Glieder der AS^f-ReihB, 
auch wenn £ von a nicht verschieden ist. Der definierende Denk- 
bereich ist regelrecht gebildet. Sowohl dio G-Eigenschaft wie die 
M en g Bn eigenschaft sagen nur aus, daB gewisse Dinge in der a-Re- 
lation oder ^-Relation stehen, niemals aber, daB ein Erlebnis dBm 
DÈbkbereiche nicht angehort. 

DieSB Menge ist regelrecht definiert; ob sie ,,zu logischen Wider- 
sprüchen führt", wird hier nDch gar nicht gefragt; daB dies nicht 
der F ail ist, wird Gegenstand spàterer Erürterungen sein. 

DieSB Erlàuterungen — um Binen vielfaoh gebrauchlichen Aus- 
druck anzuwenden — ,,begründen" die „Existenz der GhedBr der 

1 DaB Bin Ding der Anschauung zugànglich ist, oder auch 
daB diB Erzeugung disses Dinges der Anschauung zugànglich ist, 
sind nur verschiedene Ausdrüoke für diBselbe Tatsache. 

ES ni g, Mengenlehre. ^ 
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£ XÎ -Reihe“; d. h. sis beschreiben, was unter diessm AusdruckB zu 
verstehen ist; sis begründen absr — wenn wir so sprBchen dürfsn — 
nur eine ,,VDrlDgischB u Exiatsnz; für eine „logischB ExistBnz" wird 
ebBn noch die Überzeugung der > ,WidBrspru[ihlD^igkeit ,, im oben 
gegebenen SinnB gefordert. 

EigBnschaftsbBgriffB. 

9. Das bei der Définition de8 gewohnlichBn Mengenbegriffs zur 
Anwendung gelangte Symbol [Cr] |Kap. II, Art. 13) kann gBradezu 
als Bezeichming eines DBnkberBichs anges eh Bn werden, dem die 
Erlebnisse „X besitzt diB Gr-Eigenschaft 11 dann und nur dann ange- 
horen, wenn X Eigenname Bines gegebenen Dinges ist. Dement- 
sprechend kann das Erlebnis, das bisher nur in gekürzter SchrBib- 
weiSB mit ,,X quai. Cr“ bezeichnet wurde, als Verknüpfung vDnX mit G 
betrachtet werden, wo dann Gr als ein durch den DenkbBreich [Gr] neu 
definiertes |adjungiertes) Ding anzusehen ist. In solcher WeisB defi- 
nierte Dinge nennen wir EigBns chaf tsbegriff e. Dffenbar benutzt 
die Sprache mit Vorliebe dieSB Eigenschaftsbegriff b; siB werdBn in 
unserem Denken fortwahrend aus den si ch auf bestimmtB Dinge be- 
ziehenden „Aussagen“ abgeleitet. 

Bei dieser „Ableitung“ wird ,,X quai. Gr“ das einemal als das Er- 
lebnis, dafl X gegeben ist, aufgefafit, da3 anderemal aber als das Er- 
lebnis, daB X einem bestimmten Dinge, dem durch den DenkbBreich 
definierten Eigenschaftsbegriff, in bestimmter Weise zugeordnet ist. 
Offenbar ist der Eigenschaftsbegriff nichts anderes, als ein Mengen- 
begriff, in dem die definierende Zuordnung (Relation) durch gewisse 
assoziiertB Vorstellungen gewissermaBen einB andBrB Nuance, BinB 
andcre Auffassung erhâlt. Die Relation ist Bine andere geworden, 
aber der Eigenschaftsbegriff ist nichts anderes als ein Mengenbegriff. 
An Stelle dBr a-Menge ist — sagen wir — eine f-MengB getreten. 

Wir dürfen demnach gewisse Mengen als Eigenschaften odBr 
EigBnschaftsbegriffe bezeichnen und aus jeder Menge dBn „zugehoren- 
den" Eigenschaftsbegriff ,, Elément der MengB sein" erzeugen. 

Die Théorie der ,, Eigenschaftsbegriff b" ist nichts anderes als 
diB TheoriB dBr (gewbhnlichBn) Mengen. 

Dabei sind abBr sehr feinB und ungewohntB UnterschiedB in den 
mit unSBrBm Denken verbundenen Anschauungen zu beachtsn. Dem 
definierendBn DenkbereichB gehoren nun die Erlebnisse „X ist ge- 
gebBn“ und diejenigBn Erlebnisse an, dis durch diB Involution „X 
isb gegeben involviert X quai. G“ entstehen. 
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Andarerseits konnen und wollen wir [[?] auch alg den Denkbereich 
fasaen, dem diB Erlebnisse „X quai. C r“ und nur dieae angehoren, wo X 
EigBnnamB eines gegebenen Dingea iat, ohne una aber um daa ,,wie“ 
dieaea [jegebenseins zu kiimmern, wàhrend doch G ala „Ding“ zu 
fasaBn iat, daa eben durch den Denkbereich [G] definiert wird. Offen- 
bar aind wir aber damit auf den Begriff der reinen Mange zurückge- 
kummen, in desaen Beachreibung wieder nur die Bezeichnung der 
Yerknüpfung geandert wurde. 

Man kënnte dementaprechend dieaB Dinge ala ,,reinB Eigenschafts- 
begriffe 11 bezeichnen, was aber ala überflüssig erscheint, und auch 
mit dem Sprachgebraucho nicht übereinatimmt. Bei der AuaaagB „X 
besitzt diB Gr-Eigenschaft“ unterscheiden wir eben den Anachauunga- 
akt, der zu jener Zuordnung veranlaBt, von dieaer Zuordnung aelbat. 

So trBten in der TheoriB der gBWôhnlichen Mengen auch Fragen 
auf, dis eigentlich nDch in die Théorie der reinen Menge gehbren, 
insofem wir eben solche Yerhàltnisse erortem, die sich nur auf den 
Denkbereich [G] beziehen. 

Nichta hindert uns, einen irgendwie beatimmtBn Denk- 
bereich aelbat ala Ding, als Menge der ihm angBhorBnden 
Erlebniaae, oder — was auf dasaelbs hinauskommt — „ein Er- 
lebnis sein, daa einem beatimmten Denkbereicbe angehort 1 1 ala Eigen- 
schaftsbegriff aufzufassen. Insbesondere geschieht diea, wenigstena 
sprachlich, wenn wir einen bestimmten Denkbereich zur Beschrei- 
bung einea neuen Denkbercichs benutzen, wie wir ja s ch un den Denk- 
bereich [G] zur Beschreibung des die u-Menge M definierenden Denk- 
bereicha benützten. 1 

Dabei iat es von groBter Wichtigkeit, diB ErlebnissB, die dBm 
DBnkbereiche angehoren, von jenen Erlebniaaen zu unterscheiden, 
die der Anschauung dea Denkbereich3 aelbst, d. h. der Anschauung 
der den Denkbereich beatimmenden Feataetzungen entatammen. 
So wird z. B. wenn daa Erlebnia A dem DBnkbereichB angehort, daa 
ErlBbnia: ,,A gehort dem Denkbereiche an M , wenigstena in vielen 
Fàllen 2 , nicht nur VDn A verschieden sein, aondem dBm Denkbereiche 
überhaupt nicht angehoren. 


1 Des VBrst&ndnissBS wegen wird es gut sain, schon jetzt zu bemerken, daü 
wir ap&ter — dBn ForderungBii dBa „Bxakten“ Denkena entsprechend — unser 
DenkBn auf beatimmte DBnkbareichB besohr&nken milaaen, su daB ein Erlebnia, 
daa dBm DenkbereiDhe nicht angehort, ein für allemal auageBohaltet bleibt, |, , nicht 
iat“). Dieaer DenkbsrBioh aol! niemals ala Ding adjungiert WBrden. 

a So z. B. wenn A ein Gesichtseindruck |Ich aeha a) iat, und dem DenkbereiohB 
nur aolchB GBsichtseindrücke angehoren. 


4 * 
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ErlBbnis und T BÜBrlBbnis. 

4. Es sei A ein bestimmtes Erlebnis. In und mit dem Denk- 
vorgange, der die Vorstellung des Erlebnisses A erzeugt, ist die Tat- 
sache, daB ich mir da3 Erlebnis A vorstelle, unabweisbar. Wir „ob- 
jektivieren“ disse Erfahrung — aller dings nur dem sprachlichen 
Ausdruck nach — , indsm wir sagen: Die Vorstellung des Erlebnisses 
A ist eine unabweisbare Tatsache. Damit ist nichts anderes gesagt y 
als daB ich mir eben disses Erlebnis A vorstelle. |Der weiterB Zweck 
dieser Objektivierung, die Setzung ein es von msinem BswuBtsein 
unabhàngigen Denkaktes liegt durchweg auBerhalb unserer Betrach- 
tungen). Die Festsetzung resp. Annahme, daB die Vorstellung des 
Erlebnisses A eine unabweisbare TatsachB ist, wird dementeprechend 
nichts anderes als die Furderung sein, das Erlebnis A vorzustellen 
und diese Vorstellung mit dem Gefühle des Zwanges bzw. der Spon- 
taneitat zu verknüpfen. 

Die Erlebnisse A und B konnen nun, wie Bin einfache3 Beispiel 
sogleich zeigen wird, in dBr WeisB verknüpft sein, daB die AnnahmB 
oder Festsetzung, dis Vorstellung Vün B sei eine unabweisbare Tat- 
sache, uns dazu zwingt, auch die Vorstellung von A als unabweisbare 
Tatsache anzuerkennen. Wir wollen in diesem Falle sagen „A ist 
ein Teilerlebnis von B'\ 

So wird z. B. das Erlebnis: ,,Ich habe Paul gesehen" ein Teil- 
erlebnis |Teil) von: „Ich habe Peter und Paul gesehen“. 

Das Erlebnis : ,,A ist ein Teilerlebnis von B“ ist eine Verknüpfung 
von A und B , die unmittelbar der Anschauung entnommen, als un- 
abweisbare Tatsache hingestellt wird. Sollte jemand dieses Ver- 
knüpfungs erlebnis nicht als unabweisbare Tatsache annehmen wollen, 
so ist eben eine Gemeinsamkeit unseres Denkens ausgeschlossen. 

Dabei ergibt meine Anschauung noch folgendes: Die ErlebnissB 
,,A ist ein Teilerlebnis von und ,,B ist ein Teilerlebnis von 
zwingen mich, auch das Erlebnis „A ist ein Teilerlebnis von als 
unabweisbare TatsachB hinzustellen. In der gewohnlichen Ausdrucks- 
weisB sagen wir: Ohne A kbnnen wir uns B, und ohnB B konnen wir 
uns Ü nicht vorstellen. „A1 sd“ konnen wir uns auch C nicht ohiiB A 
VDrstellen. Wir geben dieser Tatsache damit einB „logischB Form“. 
Dffenbar entsteht diese sprachliche Ausdrucksweise nur aus der Ge- 
wohnheit, unser Denken in ein ,,logisches Schéma'* zu bringen. Von 
Biner logischen „Deduktion“ ist aber deshalb in jenem Erlebnisse 
durchaus nichts vorhanden. In ungewohnter, und dadurch schwer- 
fâllig erscheinender WeisB kbnnen wir dies zur Evidenz bringen, 
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indem wir den Inhalt unserer Anschauung folgendermaBen auadrücken: 
,,A iat ein Teilerlebnia von C " iat ein Teilerlebnia vdii „A ist ein Teil- 
erlebnis von B, und B ein Teilerlebnia von C7“. Daa aoll für mich und 
jBden, der meine Gedanken mitdenken will, al3 unabweiabare Tatsache, 
d. h. als unmittelbar der Anachauung entnDmmenBa Erlebnia gelten, 
dessen Voratellung wir wann immer erzeugen künnen. 

Db wir „X iat ein Teilerlebnia von Y“ in unaem Erfahrungs- 
kreia, in unaem Denkbereich aufnehmen wollen, hàngt noch von un- 
serer freien EntschlieBung ab; daB aber mit „X Teilerlebnia von Y" 
und „Y Teilerlebnis von Z“ auch ,,X Teilerlebnia von al 3 unserem 
Erfahrungakreia entatammend, dem Denkbereiche angehorend zu 
betrachten ist, ist eine Festsetzung, von der wir niemal 3 abweichen 
wollen und die, dem bisherigen entaprechend, ala allgemein gül- 
tigea Anschauungsgea etz bezeichnet werden kann. 1 

RBlationabegriffe und OrdnungsbBgrlffB. 

5. Das Erlebnis „A rel. n B“ gibt AnlaB zu einer abermaligen Er- 
weiterung des Dingbegriffs, die bei dem sprachlichen Ausdruck un- 
seres Denkens sich VDn selbst ergibt und eigentlich schon geschehen 
iat, wenn wir von ,,Zuordnungen“ oder „Yerknüpfungen ,t , von „Re- 
lationen" sprechen. 

Der erste Schritt hierzu geschieht schon, wenn wir jenes Erlebnis 
so ausdrücken, daB A diB Eigenschaft besitzt, zu B in der a- R dation 
zu stehen. Statt B konnen wir den Eigennamen X irgendeinea Dinges 
benutzen, und so von der Eigenschaft sprechen, zu X in der a-Rc- 
lation zu atehen. Wenn die Bestimmung jenes Dirigea, dessen Eigen- 
namo X ist, fehlt, wird die Eigenschaft ,,unbestimmt" und erst durch 
die Angabe jenes Dinges endgültig festgelegt. 

Nichta hindert uns jedoch, auch in diesem DenkprozessB die ,,Er- 
zeugung ,, einea Dinges zu sehen, das als Relationsbegriff bezeichnet 
werden kann. Dieser Relationsbegriff erscheint in dem Erlebniase, 
daB er mit einem Dinge, dessen Eigenname eben X sein soll, verknüpft 


1 Es mag auffallBn, dali wir hiBr nicht von den Denkbereich beschreibenden 
Involutiunen sprechen. Di es wird aus verachiedenen GründBn vBrmieden. Erstens 
weil bei dBr Beschreibung Bines Denkbereicha daa willkürliche ElemBnt miseras 
Denkens betont wird, w&hrend wir bs hier mit einer normativen, niemals zu ver- 
letzendBn Feststellung zu tun haben; zWBitBna aber, und vor allem, wbü bs sich 
bei Anwendung dieser Erfahrungen um an achon kunstruierten Denkbereichen 
erkngte Ansohauungen handBln wird, diB wir niohb wieder zu neUBn Denkhe- 
reichBn VBreinigen, a un dem nur dazu benutzen, an jenBn DBnkbereichen Brfahrena 
Erlebnisse zu beschreiben. 
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wird, und in dem sich anschlieflenden VerknüpfungserlebnissB, daB 
jenes Erlebnis den Eigenschaftsbegriff, zu jenem jetzt schon bestimm- 
ten Dinge in der a-Relation zu stehen, „erzeugt". 

Das sd adjungierte Ding ist den schon früher erzeugten Dingen 
gegenüber ein „unvollstandiges" Ding, ein Funktionalding, kurz eine 
Funktion, von der wir zu schon früher beschriebenen Dingen zu- 
rückkehren, wenn wir ihr „ Argument" angeben, d. h. jenea Ding 
bestimmen, dessen Eigenname eben X sein sdII. 

EinBn weiteren Êunktionsbegriff , den allgBmeinBn Re- 
lationsbegriff erhalten wir, wenn wir X und Y als Eigennamen 
irgendwelcher DingB bsnutzen, und daa Erlebnia „Yrel. a .X" ins Auge 
fassen. Dies ergibt einen Funktionabegriff, der zu einem der schon 
beschriebenen Dinge wird, wenn wir die Argumente X und Y angeben. 
Ûffenbar konnen dann Y SDwie X wieder Relationsbegriffe sein, wie 
schon in dem einfachsten Falle, wd wir Relatiünsbegriffa als von- 
einander verschieden erklàren. 

Wir werden auch bei anderen Denkprozessen Gelegenheit haben, 
Funktionsbegriffe zu bilden, so z. B. wenn wir (Art. 1 d. K.) das f- 
Bild eines Dinges, dessen Eigenname a; ist, erzeugen, und die AngabB 
des Dinges, dessen Eigenname x sein soll, nicht erfolgt. Dann ist 
,,das f-Bild irgendeines Dinges" wieder ein Funktionsbegriff, aus 
dem ein schon frühsr beschriebenes Ding „erzeugt" wird, wenn wir 
das Argument, d. h. das Ding, dessen Eigenname x sein soll, 
bestimmen. 

Bei dieser Fassung des Relationsbegriffs ist der Akt der Ver- 
knüpfung von den zu verknüpfenden Dingen unabhangig gedacht, 
was in gewissen Fàllen unserem Anschauungsvermbgen adàquat er- 
scheint, wiB z. B. bei der Relation ,, vers cliieden von". Bei der Relation 
von Grund und Folge, der ,,Kausalitàtsrelation", erscheint aber dieSB 
selbstàndigeAnschauung des Yerknüpfungsaktes schon viel schwieriger. 
Bei der Relation „irgend ein Elément irgendeiner n-MengB SBin" 
kann ich überhaupt zu einer selhstandigen Auffassung des Ver- 
knüpfungsaktes nicht gelangen und werdB immer nur an mir be- 
kanntB Beispiele denken und mich dabBi auf ein „Abstraktions- 
vermbgen" berufen, das ich in der Tat gar nicht besitzB (und 
eigBntlich auch adjungiere). Diese Bemerkungen führen auf diB Ge- 
bietB der Psychologie und Erkenntnis théorie, die hier nicht betrBten 
werden sollen. 

B. DiBSBn (abstraktBn) Relationsbegriffen stellen wir den 
Bmpirischen Belati onsbe grif f gegenüber, der in der Synthesis 
unSBres Denkens Bigentlich ausschlieBlich benutzt wird. Er wird aus 
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i rg en d 0m em b es timmt en , g en au b es chri eb en em D en kb er eich b , , btz eugt “ , 
sd z. B. wenn ich von dem DenkbereichB ausgehe, der einB bestimmte 
|sagen wir z. B. diB Elemente a, b und nur diesB enthaltende) n-Menge 
przeugt. Ich kann es dann als Erlebnis fasasn, daB der entsprechendo 
Relationsbegriff die DingB a, b und nur dieaB der tz-MBnge in be- 
stimmter WeisB zuordnet. Der Inhalt der ErlebnissB, in denen su der 
RelatiDnsbegriff mit gawissen Eigenschaftsbegriffen verknüpft wird, 
ist dann selbstveratandliDh nicht vers chie den von dsn Festsetzungen, 
die den Denkbereick beatimmen. 

Aua verschiedenen Denkbereichen entstammende empirischB Re- 
lationsbegriffs sind dann (konform den Ausfübrungen im Kap. II, 
Art. 5) immer auch verschieden. 

Zur Beschreibung des empirischen Relationsbegriffes tragen dann 
insbesondere jene dem DenkbereichB angehorenden ErlebnissB bei, 
die selbstvDn der Form ,,Xrel. a Y" sind, oder fürwelche diBAnschau- 
ung lehrt, dafl ein Erlebnis von der Form 1 ,,X rel. n Y“ ein Teilerlebnia 
derselben ist. Daa ist z. B. für ein Erlebnis von der Form „|Xrel. n Y) 
rel.^ Z“ der Fall. 

Unter den empirischen RelatiDnsbegriff en sind wieder gewisse, 
die wir aus naheliegenden Gründen syllogistische Relations- 
begriff e nennen wollen, für die genaue Beschreibung unserea Den ken s 
von besonderer Wichtigkeit. 

Es kann vorkommen, daB in einem gewissen Denkbereiche ein 
bestimmter Relatiunabegriff, den wir mit „syll. rel. B " bezeichnen, vor- 
kommt, und dabei der Denkbereich der Involution 

[Xsyll.rel. B Y] inv. 5 [(Ysyll. rel. fl Z) inv. |Xsyll. rel. B Z)] 
genügt. 

DiB Anschauung lehrt, daB dieser Involution nach mit „Xsyll. 
rBl. a Y“ und „Y syll. rel. B Z" auch „X syll. rel. n Z“ demDenkberBichB 
angehort, und dafl der Inhalt dieser Aussage auch durch diB Involution 

[Y syll. rel. a Z] inv. 0[|X syll. rel. a Y) inv. |X syll. rel. B Z)] 
gegeben werden kann. 

|Selbstverstandlich ist es nicht ausgeSBhlossen, daB dBrsBlbe ÜBnk- 
bereich verschiedenB syllogistische RelationBn bBSchreibt, die z. B. 
mit syll. rel. a und syll. rel.^ bezeichnet werden konnen.) 


1 „Ein Erlsbnis von der Form X rel. a F" ist hier und in der Folge nur ein 
kürzerer Aus dru uk für „X rel. B F, wu X und F EigBimamen bestimmter Dinge 
sind". 
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Ein empirischer Relationsbegriff, für den der definierendB Denk- 
bereich der soeben beschriebenen Festsetzung genügt, aoll Bben syl- 
logistisch genannt werden. 

Unter den syllogistischen Relationen sind wieder die Drd- 
nungsr elationen besonders hervDrzuheben. 

Wir gehen von einer bestimmten a-Menga M aus und definiaren 
einen neuen Dankberaich in folgander Weiae: Jadea Erlebnis, daa 
dam M definiarenden Dankbereiche angehort, aoll auch dem neuen 
Denkbereiche angehoren. Sind a uni b irgeniwelcliB verschiedene 
Eléments von M, sd aoll von den beidan Relationen a < b, b « a 
aine und nur eina dam Dankbereiche angehoren, wo aben < daa 
Zeichen 1 der neu eingeführten Relation iat. Ea kann nun vorkomman, 
dafi die neueingeführta Relation syllogiatisch wird, d. h. der Denk- 
bereich der Involution 

[x < y ] inv. Q[[y < z) inv. \x < z )] 

genügt. In dieaem Falle mag der naue Denkbereich mit 0[M) bezeich- 
net werden, und wir sagen dann, daB die Menge M in D\M) |d. h. 
durch die für O(ilf) getroffenen Festsetzungen) geDrdnet wurde. 

Für Mengen, die keina vers chie den en Elemente enthalten |wia 
z. B. die Mengen des Art. 1 d. K.) verliert die Beschreibung von 0\M) 
ihren Sinn. 

Für üb Menge, daren Elemente a, b und nur diese sind, wird die 
Festsetzung a < b, aber Bbenso auch b < a genügen; allerdings ist 
daa noch ein Ausnahmefall, insofem wohl der Involution „genügt“ 
wird, aber nur „weil“ sie zur Beschreibung des Denkbereichs nichta 
beitràgt. 

Sind die Elemente der MengB a , b, c oder in einem anderen Falle 
a, b, c, d , so genügen der unmittelbaren Anachauung nach die folgen- 
dBn Festsetzungen dan Forderungen. In dem einen Falle 


a < b, 

In dem anderen Falle: 

a < c, b < c 

(i-) 

a < b, 

a < c, a < d, 



b < c, b 4 d, 
c < d. 

in.) 


Wir sagen auch mituntBr, daB 0(M) die geordnetB Menge M 
dBfiniert, obwohl eigBntlich der Dr dnungab egrif f sich 


1 < ante, vor odBr auch „ateht vor“. Dabei aoll aber Belbatverst&ndlich 
lp VDr“ durohaus nioht an zeitlicha odBr r&umlichs Verh&ltnissB BrinnBm. 
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nicht auf die cz-Menge, sondsrn nur auf ihre Elemente, 
auf die gegebenen Dinge bezieht, und ungeândert bleibt, wenn 
wir z. B. auf die jfl-Menge derselben Elemente übergehen. 

Dabei haben wir in den vers chi ad en en Beiapielen dasselbe Zeichen 
| < ) für die Drdnungsrelation benützt; diea ist allgemein gebràuchlich, 
darf aber nicht zu der Annahme verleiten, daB iieae Relation in den 
verachiedenen Beiapielen dieSelbe ist. Der Drinungabegriff ist eben 
ein empirischer Relationabegriff , der nur an den zu ordnenden 
Dingen erzeugt wird, und Dhne aolche gar keinen Inhalt besitzt. Die 
gegebenen DingB aind in den Beiapielen verschieden; sd in |I.) und (II.) 
nicht nur durch daa Hinzutreten von d, sondern auch dadurch daB 
a, b, c in diesen Beispielen eine verschiedenB Bedeutung erhalten. 
Bo besitzt a dem (II.) entsprechend die in a < d beschripbene Eigen- 
schaft, die bei |I.) fehlt. 

Würds für eine a-Menge, die als Elemente a, b, c und nur diese 
enthâlt, die Festsetzung 

a < c, a < b, c < b 

getroffen, ao kdnnte ea uns gar nicht einfallen, in einem Denkbereiche, 
der beide Drdnungsmôglichkeiten beschreibt, dieaen Relationen 
dasselbe Zeichen entsprechen zu lassen; aber ebensowenig entapricht 
ea der tatsachlichen Anschauung, wenn wir für I. und II. jene „in 
gewisser Beziehung nicht verschiedenen 11 Relationabegriffe ala über- 
haupt nicht verschieden erklàren. Ea wàre daa geradezu ein VerstoB 
gegen die GrundnDrm unaeres Denkens. Die Annahme eine3 reinen 
(abstrakten) Drdnungabegriff3 ist ebenso unstatthaft, wie die der 
reinen Dopula und die auf diese bezüglichen Bemerkungen (Kap. II, 
Art. 5) überfcragen si ch unmittelbar auf die jetzt betrachteten Denk- 
prozesae. 1 

Ea mag diea noch f olgendermaflen gefaBt werden. Nach der Bp- 
schreibung des Denkbereichs, der die geordnete, die Elemente a, b , 
c, d und nur diese enthaltendB MengB definiert, konnen wir festsetzen, 
daB die Erlebnisae 

d quai. G, d elem. M, a < d, b < d, c < d 

nicht mBhr dem DenkbereichB angBhoren sollen. Damit iat ein von 
jenBin VBrschiedener DBnkbereich definiert. Dann haben aber die G- 
Eigenachaft, die gegebenen Dinge und der gebrauchtB Relations- 
begriff auch ihre Bedeutung g Bander t. 

1 Hier findet ai oh schon der Hinweis auf jenen fais eh en Sohlufl, der auf 
die ,jMBnge ail Br Ordnungsza.hlen 11 — zur aogBnannten „ Antinomie der Mengs 

W lt — führt, und mit dBm wir uns api ber |Kap. IX, Art. 4) nooh auaführ- 
liohBr besch&ftigen werden. 
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Die NumBratorBn und ihr b natürli ch b Ordnung. 

7. Dis Anwendung der Ordnungsbegriffe auf die Dinge, die 
durch einen dem x entstammenden offenen f-ProzeB erzeugt werden, 
und die wir Glieder der ^^-ReihB nannten, führt zur genaueren Be- 
schreibung jener Denktàtigkeit, die wir in der gBWohnlichen Sprache 
als ,,Zàhlen“ bezeichnen. In diesen Ausdruck wird aber gBWohnlich 
ein weiterer Schritt unseres synthetischen Denkens, diB Bildung dea 
Anzahlbegriffs, auch schon mit bineingenommen. Um disses zu ver- 
ni ei den, wollen wir dis jetzt zu beschreibendB Denktàtigkeit als 
Numération bezeichnen. 1 

Um unserB Anschauungsn genau zu fixieren, wollen wir den f- 
ProzeB nicht einem beliebigen Dinge, dessen Eigenname x ist, ent- 
stammen lassen, SDndem dafür ein bestimmtes Ding, den Gesichts- 
eindruck 1, die „Eins M , kurz ,,1", genauer ,,die Ziffer 1“ wàhlen, so 
dafl wir es mit den Gliedem der offenen S l f -Reihe zu tun haben, 
die wir vun jetzt ab auch Numeratoren nennen. Als (sprachliche) 
Namen, d. h. abgekürzte Schreibweisen führen wir noch die „Ziffem“ 
2 bis 9 für f 1 bis ffffffff 1 ein. DiB Ziffem sind Ziihlzei chen, aber 
durchaus nicht Zahlzeichen 2 (Anzahlzei chen). 

Mit den Numeratoren ist nun auch die Menge |f-Menge) der 
Numeratoren bestimmt; wir bezeichnen sie mit Z. 

Die Erzeugung ein es bestimmten Numerators, den wir mit m 
bezeichnen wollen, geschieht durch einen geschlossenen f-ProzeB, 
der dann und nur dann von der Yorstellung der Eins nicht verschieden 
ist, wenn jener bestimmte Nurnerator die Eins ist. Für diB Erzeugung 
eines von 1 verschiedenen Numerators ist üb Erzeugung der 1 
ein Teilerlebnia; diB Anschauung zeigt femer [man denke z. B. an 
ff 1), ob auch die Erzeugung anderer Numeratoren ein Teilerlebnis 
der Erzeugung von m ist. Ist dies z. B. der Anschauung nach für l 
der Fall, so soll 

l < m 

gesetzt werden. Ein Nurnerator n, dess en Erzeugung kBin Teilerlebnis 
der Erzeugung von m ist, wird der mit unseren Festsetzungen ver- 
bundencn Anschauung nach durch neuerlichB Anwendung des f- 


1 In dem wir daran denken, dafî dm gegebenBn und zu unterBoheidenden 
Dingen jwiein Biner Garderobe) zur bequemeren Unterscheidung „NummBra“ 
zugBordnet WBrden und diB Dinge auf Grand dBr zugeurdneten ..Nummern" bb- 
urdnet werden. B 

■ DiB Bezeichnungen f a l odBr f*l würden Bben schon „2“ oder „8 tf als Zeichen 
dBr Anzahl benutzBnl 
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Prozesses erzeugt, und diB Erzeugung von m ist ein Teilerlehnis der 
Erzeugung von n. Dementsprechend setzen wir 

m < n. 

Hat man für irgendwelehe Numsratoren in tlieaer Weise x < y 
und y < z gesetzt oder, mit anderen Worten, kDnatatiert, daB die Er- 
zeugung VDn x ein Teilerlebnis der Erzeugung von y, und die Erzeugung 
von y ein Teilerlebnia der Erzeugung VDn z ist, so zwingt uns die An- 
schauung, die Erzeugung von x auch als Teilerlebnia der Erzeugung 
von z zu konstatieren und demgemafl 

x < z 

zu setzen. 

Wenn ich aber von dem Numerator z ausgehe und die bei Erzeu- 
gung dieses Numeratora erhaltene Anschauung benutzB, kann mich 
diese Anschauung wieder belehren, daB x < z zu setzen ist. Wie aber, 
wenn meiner Anschauung nach die Erzeugung von x kein Teilerlebnis 
VDn z wàre, und die Erzeugung VDn x jetzt erst dur ch eine Fort- 
setzung des f-Prozesses an z zur Anschauung gelangtB? DemgemàB 
wàre dann (im Gegensatze zu unserer früheren Anschauung) 

Z< X 

zu setzen. Unserer Anschauung nach wiire dann x < z, und z < x 
zu setzen, d.h. x durch die Fortsetzung des f-Prozesses ani erzeugt, 
und mit der Verschiedenheit der Erzeugung auch die Vers chie den- 
heit der erzeugten Dinge konstatiert, mit anderen Worten, x als VDn 
zverschieden erkannt, gegen die Grrundnorm unseres Denkens. 

Die AnnahmB, daB unsere Anschauung uns einmal dazu führt, 
x < z zu setzen, das anderB Mal aber z < x zu. konstatieren, ist ,,un- 
moglich" in dem genau |Kap. I. Art. 5) festgesBtzten Sinne dieses 
Wortes. Diese AnnahmB muB fallen gelassen werden. Mit anderen 
Worten : Wenn wir festsetzen, daB x < y dann und nur dann zu SBtzen 
ist, wenn x ein Teilerlebnis VDn y ist, so zwingt uns die Grrundnorm 
unseres Denkens, dis in y < x ausgedrückte Annahme zu verwerfen 
(auszuschheBen). Ebenso mufl auch die AnnahmB, daB mit x < y 
und y < z auch die in z < x ausgedrückte TatsachB der Anschauung 
entspringt, ausgeschlossen werden. 1 Damit ist endlich gesagt: 

1 Die mit diesBr ,,UnmbgliühkBit“ verbundenBn erkBnntniHthBuretischen 
Annahmen werden apàter in VBrbindung mit dem Problem der WiderBprUDhs- 
luBigkeit nooh naher auseinandergesetzt werden |Kap. V, Art. 9 — 1D). Der Klar- 
heit wegen soll aber der Hauptinhalt dieser Annahmen im folgBnden Satze sohon 
hier antizipiBrt werden. 

DaB diBBelben Dinge verschieden und auoh nicht verschieden aind, ist uns 
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S d 11 die Errundnorm unserea Denkena nicht verletzt 
WBrden, so müasBn wir annehmen, d a. B für irgendwelche 
Numeratoren x und y die eine der Relationen x < y, y < x 
geaetzt und die andere ausgBSchloasen werde. Ferner 
muB die Menge Z dBr NumeratorBn durch Setzung dieaer 
Relationen geordnet aein. Mit andern Worten: Der |im 
Sinne von Art. B d. K.) konatruierte Denkbereich D[Z) 
muB der Involution 

[x < y] inv. Q[\y < z ) inv. \x < z)] 

genügen. Dis so geschaffens Drdnung soll als n atürli che Drdnung 
bezeichnet werden. 

B. Von einem gewissen StandpunktB aua, der mit Gr. Heasen- 
berg 1 aehr charakteristiach al3 ,,naiver Standpunkt" bezeichnet 
werden kann,erscheinen dieSBErorterungen gerade einemmathematiach 
geachulten Bewufltsein, daa sich eben an dieSB Anschauungen achon 
gBWohnt hat, al3 ziemlich überflüaaig. Die Unhaltbarkeit dieaea 
Standpunktes iat lângat erkannt worden und man nennt infolgedesaen 
solche Annahmen Poatulate Dder Axiome, womit eigentlich nur ge- 
sagt wird, daB wir uns um ihrB Herkunft nicht weiter kümmern 
wollen. Für uns aind sie DenknormBn auf Grand ihrea Zusammen- 
hangea mit der Griuidnorm unserea DenkBns. 2 

Durch die Erbrterungen dea Art. 7 dürfen wir aber die am Schlusse 
disses Artikela featgesetztB Annahme durchaua nicht als ^hewiesen" 
betrachten. Wohl aber dürfen wir sagen, daB solche Annahmen 
keines Beweisea bedürfen. Nicht ala ob aie sich schon durch einfachB 
Aussage als unabweisbarB Tataachen aufdrangten, wiB etwa: ,,A ist 
von B verschieden". Sie aind aber für uns er Denken notwBndig, 
um die Grundnorm unserea Denkena nicht zu verletzen, wa3 nach 
allgemeinem Übereinkommen unstatthaft wàre und abgelehnt werden 
muB. BBweis im engeren Sinne des Wortea ist dielogischB Deduktion. 
Der ^Augenschein 1 ', (demonstratio ad dduIds) — sei er eine unmittelbarB 


wohl undenkbar. Dafl wir aber niemala vor üb Forderung gBstellt werden, diese 
,,imdenhbare“ Ansuhauung zu Brleben, ist und bleibt ein metaphysischea Dogma, 
daa wir ala solches annehmen und in dBm wir die „Natur" unserea Denkver- 
mügena in eine von uns und unserem Denken unabhangige „widerspruûhslosB 
WirklichkBit 11 |AuBenwelt) projizieren. 

1 Brundbegriffe dBr MengenlBhre, GâttingBn 1909 |Abhandl. der Fri es - 
schen S chute, Bd. I, Heft 4.) Wir werdBn nooh bfter GelegBnheit haben, iiesea für 
die Klarung unserea logisoh-mengenthBoretischen Denkena aehr wertvDÜe Buch 
zu zitieren. 

* Ich unterscheide Erfahrungspostulate (siehe z. B. Art. 2 d. K.), ÜBnk- 
normen und Axiome |siehB Kap. VI, Art. 2). 
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Erfahrung oder erst durch eine ausführliche Klarlegung der Verhàlt- 
nisse erreicht — ist kein Beweis im engeren SinnB desWortes; unserB 
Behauptungen sind in diesem Falle nicht bewiesen, sondem „zur 
Evidenz gebracht", wie wir uns, um diese Falle genau zu sondem, 
ausdrücken wollen. 

Ein Drittes ist die Berufung auf die Grrundnorm unseres 
ÜBnkens, und die damit zusammenhangende AnnahmB van Denk- 
normen. DaB dieSe sich wesentlich von den sog. logis chen Prinzipien 
unterscheidet, wird spàter zu zeigen sein, wenn wir den Inhalt und die 
TragweitB dieser untersuchen. Dabei wird insbeSDnderB das Prinzip 
des ausgeschlossenen Dritten und das Prinzip des Widerapruchs in 
Frage kommen, die aber, wiB wir sehen werden, sine ganz andere Be- 
deutung haben, als die Berufung auf die Grrundnorm unseres Denkens. 

Aquivalenz. Endliche Mengen und DenkprozBssB. 

9. Es kann vorkommen, dafl die Eléments der Mengen 
M und N durch einB bestimmte Festsetzung einander um- 
kehrbar eindeutig zugeordnet sind. 

Dieser kurze Ausdruck soll ausführlich folgendes besagen: 

Jedes Elément x der Menge M soll (durch die „Zuordnung vdii 
M zu N“) ein und nur ein Elément x ' der MengB N ^bestimmen 1 11 ; 
und ebenso jedes Elément u' der Menge N (durch diB „ZuDrdnung 
von N zu. M") ein und nur ein Elément u der Menge M bestimmen. 
Und zwar sullen die ZuDrdnungen von M zu N und N zu M so be- 
schaffen sein, daB, wenn das Elément x der Menge M das Elément x r 
der Menge N bestimmt, da3 Elément x ' der Menge N wieder da3 
Elément x der Menge M be3timmt; wie auch umgekehrt, wenn das 
Elément x' der Menge N das Elément x der Menge M bestimmt, das 
Elément x der Menge M auch das Elément x' der Menge N bestimmt. 

Sû z. B. wenn M die Eléments 1, 2 und nur diese, N die Eléments 
2, 3 und nur dieSB enthâlt, wird der Festsetzung entsprochen, wenn 
bei der Zuordnung von M zu N 

1 die 2, und 2 die 3, 
femer bei der Zuordnung von N zu M 

2 diB 1, und 3 die 2 

bestimmt. 

Um auch ein ganz abstraktes Beispiel zu geben, sei U „diB Menge 
aller Dinge", U f die Menge der f-Bilder aller DingB*. Dann sollirgend 


1 Die Menge aller Dinge bedButet uns nach dBm bisherigen diB Menge aller 

Erlebnisse und aller auf einem gewissen Standpunkte aus diesen erzeugten Pings. 
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ein Elément x von U bei der Zuordnung von U zu U' das f-Bild VDn 
x bestimmen; und umgekehrt irgend ein Elément von U', das jetzt mit 
fi/ bezeiuhnet werden kann (je des Elément von U' ist eben ein f-Bild), 
soll das Elément y von U bBsbimmen. DiB Anschauung zeigt unmittel- 
bar, dafl durch diese Festsetzung dis Elemente der Mengen 17 und U ' 
einander umkehrbar eindeutig zugeordnBt sind. 

Dafl die jetzt beschriebenen Mengen ^moglich" sind, ist schun 
nach den bisherigen Erfahrungen zumindest fraglich; aber offenbar 
beziehen sieh dieSB Festsetzungen, wie immer sie auch getroffen Beien, 
in Wirklichkeit niemals auf die „Mengen“ J d. h. auf ihre Erzeugung, 
sondern immer nur auf die Dinge, die als ^gageben 11 bei der Erzeugung 
der MengB auffcreten sollen mid die wir von den nicht gegebenen 
Dingen und unter sich als unterscheiibar voraussetzen. Insbesondere 
haben dieSB Festsetzungen gar nichts mit der Frage zu tun, ob ich 
,,alle Dinge" oder ,,die f-Bilder aller Dinge" in der Tat logis ch wider- 
spruchsfrei zur Erzeugung einer Menge verwenden kann. 1 


1 Nur das mufl entschieden SBin, ob irgend ein Ding f-Bild eines Dinges 
ist oder nicht. Bei Dedskind, a. a. O., S. 17, kàme es ebensu nur darauf an, ob ein 
Ding ein solches Erlobnis ist wie disses: 

„Das Ding a kann GBgenstand meines Denkens sein 11 
□der nicht. Es wird demnach bei D b dekind nicht erhartet, daB es ,,unendliche 
Système" d. h. unendliche Mengen gibt, sondant nur, daB Dinge in solcher Weise 
als „gBgeben £ ‘ defini ert WBrden kiinnen, dafl wir dBn entaprBchenden Denkbereich 
[0] im De dekind schen Sinne als „unendlich" bBZBichnen musa en. Dabei ist 
aber der Denkbereich [£?] durchaus kein „Ding", wenn wir auch der BBquemlich- 
keit wegen im Sprachgebrauche ,,DenkbBreich" als Hauptwort benutzBn. Offenbar 
würde sich diese AusdrucksweisB — allerdings mit argen Weitlàufigkeiten — 
vermeiden lassen. 

Weitere EinWBndungen lassen sich gBgen dBn von Dedekind geschaffenen 
Begriff dBr „kleinsten Kette" Brheben. Wuhl làflt sich einB einwandfreie Erzeugung 
beschreiben, aber die Anschauungen, die bei Dedekindzu dissent Begriff b führBn, 
sind gar keine Anschauungen, nicht nur des in ihnen Bnthaltenen unpr&dikativen 
Elem entes wegen, sondem ver allem, weil sie die „kleinste Kette" nicht bBstimmen, 
sondent, was bei dieSBn Untersuchungen als verworrener, unklarer Ausdruck 
nuoh nicht statthaft ist, nur ,,ihre Existenz Brweisen". Sp&ter werden wir eben 
genau fixieren, was dBr Ausdruck ,,lugische Existenz" bedeuten soll. Sehr richtig 
hat auch HBSsenbBrg, a. a. O., in seiner Darstellung der Dedekindschen Théorie 
an diese Stelle ein „Axiom <l gesetzt. 

Ich benutze endlich nooh diese GrelegBnheit, meine Stellung der klassisohen 
DBdBkindschen Sohrift gBgenüber zu pr&zisieren, Dedekind setzt durohweg 
diB dBduktive Logik als definitiv Brrichtetes Gebô-ude schon vuraus. Das bietet 
für unser gBklarbes DenkBn nicht mBhr die gBnügBnde Sicherheit. Was aus ge- 
wissen Anschauungen sich Brgibt |fulgt) und was sich durch logischB Deduktion 
ergibt jfolgt), mufl rainlich gBBDndsrt werden. Insbesondere mufl die Annahme, 
daB das logische Denken niemals zu einem Widerspruche filhren kann, genauer 
untersucht und viel tiefer bBgründet werden; mit andem Worten, diB ,,dBductiD 
ad absurdum" erfurdert eine neu zu schaffBnde Théorie. Sonst gelangen wir dazu, 
wiB bei Z e rmelo (Untersuchungen über die Grandlagen der Mengenlehre, 
Math. Ann. Bd. S5, g- 201) gewisse Axiome als [„wahrscheinlich") widerspruchs- 




9. Àquivalmx. Endliche Mengen und Denkprozesse. 


63 


Trotzdsm benutzen wir den in der Mengenlehre eingebürgerten 
und tatsachlich bequemeren Sprachgebrauch, nach dem, wenn di0 
Elaniynte der Mengen M und N durch einB bestimmte Festsetzung 
einander umkehrbar Bindeutig zugBDrdnet werden, die Mengen M 
und N âquivalant sind, wofür wir auch sagen, daB M dem N 
oder N dem M àquivalent ist, in abgekürzter Schreibweisa 

M N oder N ^ M, 

wd aelbatverstandlich die ein für allemal getroffene Festsetzung 
|Zuordnung) der Kürze wogen nicht ausgesprochen wird, aber hinzu- 
gedacht werden mufl. Sollten verschiedenB solche Zuordnungen zu- 
gleich betrachtet werden, so wird diea nicht mehr angehen, und die 
betreffende Zuordnung muB ausdrücklich angegeben sein; zwiscliBii 
M und N sind eben verschiedenB ^Àquivalenzbeziehungen 11 moglich. 

DiB Anschauung lehrt, dafl jede MengB sich selbst àquivalBnt 
ist, indem wir eben jedes Elément sich selbst zuordnen. 

Wenn die Elemente der Menga M auf Grund der ^Gr-Eigenschaft", 
diejBnigen der MengB N auf Grund der „H-Eigenschaft“ als ,,gegeben" 
bBtrachtet werden, kënnen wir ebensegut sogur genauer sagen, daB 
die DBnkbBreiche [G] und [H] aquivalent sind; und die um- 
kehrbar eindeutige Zuordnung wieder auf die DingB selbst, oder auch 
auf die Erlebnisse, die [G] bez. [H] angehoren, beziehen; WDmit wir 
diB Berufung auf die Mengen M und N ganz vermeiden. 

Die zu Grunde liegende Festsetzung wird auch als (umkehrbar 
eindeutige, àhnliche, genaue) Abbildung von M auf N, oder [G] 


frai zu Brklaren uni dann auf Grund aufgedeükter WiderapriicliB gawissB Sütze 
als falsch oder richtig zu bBzeiühnBn, wsihrend doch der WidBrapruch ebBnsDgut 
daraus BntstehBn kann, dafl die „ Axiome" eben nicht wi derspruchsfrei sind. 

DaB es Bin exaktea Denken gibt, daa dBr Logik ,,vorauagBht“, zeigt dis Dar- 
atellung diesBS Kapitels; daB disses Denken Bine VorauasBtzung dea logiachen 
Denkens ist, scheint mir auch klar. Ding und Zuordnung, KlassenbBgriff oder 
genauer Mengen- und EigBnschaftabegriff aind Schopfungen unsBrea Geistes, 
die in jedea logische Denken eingehen. Wenn wir aie noch nicht benutzen, konnen 
wir auch nicht logiach denken. 

Nur für den Zahlbegriff mag diea vielleicht bestritten WBrdBn, wenn BbenMa- 
thematik ala reine Logik aufgefaüt wird. Ich m b ch te durch diBBBB Buch eben 
zeigen, daB es viel riçhtiger ist, umgBkehrt zu sagen, daB die deduktive Logik 
auch.achon MathBmatik ist. Sîb wird Ba nicht erat in dem Augenblick, wo wir die 
WiderBpruchaloaigkeit dea logiachen Denkens genauer unterauchBn, aie wird es 
h ch on früher, wenn wir dBr Aufgabe der deduktiven Logik Bntspreohend, daa BOg. 
logische Denken formalisieren und auf dieser GrundlagB diB logische Deduktion 
selbst genau faasen oder besohreiben. Dabai ist dem Weaen der SachB nach, wie aich 
zeigen wird, dBr Zahlbegriff unerlàühch. Diea hat für einen heabimmten Fall 
wahl zuerst Hilbert erkannt und auagBsprochBn; „Der Bewaia 8Blbat“ iat „alfl 
Bin mathBmatischBS Gebilde, namlich ala eine Bndliche Mange zu betrachten, deren 
ElemBnte durch Auaaagen verbunden aind“. |Verh. daa III. Mathetaatiker-Kon- 
gressea in Heidelberg, Leipzig, 1905, S. 185). 
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auf [H], ebenSD von N auf M oder [H] auf [Gr] bezeichnet. WBnn M 
oder N aile Dinge enthàlt, sd wird aug der ,,Abbildmig“ der früher be- 
handelte ,,BildprozeB". 

1D. Yon einem begtimmten Numerator k ausgBhend, 
sollen als ^gogeben 11 betrachtet werden der Numerator 
7c, s Dwie aile Numeratoren x , für die x < k iat, d. h. diejenigBn, 
rleren Erzeugung ein Teilerlebnis der Erzeugung von k ist. DiB Mange 
dieaer Numeratoren soll mit Z fc bezeichnet werden. Jedea Z k soll 
auch eine geachlosaene Numerator enmenge heiBen. 

Die Anachauung lehrt, dafl 1 ein Elément dieser Menge, und dafl, 
wenn x ein anderes Elément von Z k , 1 « x ist. Wir drücken diea 
kurz so aus, daB 1 daa „erste“ Elément der Menge Z k iat. 

Die Anschauung zeigt fBmer, daB k ein Elément dieser Menge, 
und wenn x ein anderes Elément von Z fc , x*k ist. Wir drücken 
diea kurz so aua, daB k das ,,letzte" Elément der MengB Z k ist. 

Die Anschauung |darunter immer die Anschauung von der Er- 
zeugung des Numeratora k verstanden) zeigt femer: Jedea von 1 
verschiedene Elément der Menge Z fc wird ala f-Bild Bines bestimmten 
Numeratora erzeugt, der auch Elément von Z k ist. In diesem Sinne 
sagen wir, daB x das dem ElementB f zunmitt elbar vor angeh ende, 
fx das dem Elemente x unmittBlbar lolgendB Elément von 

z ‘ ist -, 

DieSB Anschauung mag für den Augenblick mit „x, dann fx“ 
beschrieben sein. 

Eür 1 gibt es kein unmitt elbar vDrangehendes Elément; für k 
kein unmittelbar folgendes Elément |f 7c ist nicht „gegeben“). 

Wir konnen weiter jetzt einen Denkbereich [ZJ folgendermaflen 
definieren: Ist x ein von k verschiedenes Elément der MengB Z fcl 
und nur in diesem Ealle, soll das Erlebnia „x t dann f x" |und nur diese 
Erlebnisse) dem Denkbereich b angehoren. 

Dis Erzeugung von k ,,wird durch diesen Denkbereich exakt 
beschrieben". Die Erzeugung von k ist ein Erlebnia in [ZJ. Ist 
namlich l das dem k unmittelbar vorangehende Elément, sd gehort 
das Erlebnis „l, dann k " |dis Erzeugung von k) dem DenkbereichB an. 
Ebenso ist die Erzeugung irgend eines vdu 1 verschiedenen Elementes 
von Z k ein dem Denkbereiche angehbrendes Erlebnis. DiB uns bei 
der Erzeugung von k interessierenden TeilerlebnisSB sind hier „gB- 
sondert", allenfalls mitauftretende assoziierte ErlebnissB furmell aua- 
geschiedBn. Wàhrend wir früher auf Grund des aufgestellten Er- 
fahrungspDStulates nur diB Anschauung der Erzeugung vdu k |bd zu 
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sagBn in ihrer Totalitàt) behaupteten, beschreibt jBner Denkbereich 
Erlebnisae, diB als „einzelnB Schritte in der Erzeugung von Zc" 
bezeichnet werden und untBr denen sich auch das entacheidende 
,,Z, dann Zc“ VDrfindet. Auch diese „Schritte“ aind geordnet, namlich 
durch dis FeatSBtzung, dafi dann und nur dann, wenn x < y ist, 
\x, dann fx) < | y, dann f y) sein soll. Jedor Schritt |mib Auanahme 
des letzten) bestimmt den darauffolgenden. ,,l, dann k tl ist der letzte 
Schritt; und „1, dann f 1“ der erste. 

Dabei kanndas „dann‘‘raumlich oder zeitlichinterpretiert werden; 
dies mufî aber durchaus nicht geschehen, wie das Denken an Z a oder 
Z 3 unmittelbar lehrt. Bei andern k hangt daa eben VDn der Vervoll- 
kommnung unaerea Ansohauungsvermogena ab. 

Die Anschaubarkeit des ursprünglich gegebenen Erzeugungs- 
prozesses von k sagt in andem Worten, daB, wenn wir diB einzelnen 
Schritte durchweg ausführen, wir auch zu ,,Z, dann k tl gelangen, d.h. 
auch k erzeugen. (DaB wir sie ,,in der Reihenfolge ihrer Drdnung*' 
ausführen kbnnen, ist davon wesentlich vers chie den.) 

Von einer Menge, die einer Z fc -Mengs équivalent ist, sagen wir 
kurz, daB sie ,,endliDh“ ist, genauer, daB die Elemente der 
Menge „in endlicher Anzahl“ vorhanden sind. 

Denmach sind vor aliéna die Z fc -Mengen durchwBg endlich. 

Die ausführliche Behandlung der endlichen Mengen soll Art. 9., 
Kap. VII folgen. 

11. Es kann vorkommen, daB ein (vollstandig beschriebener) 
Denkbereich und eine Z fc -Menge équivalent sind. Genauer 
ausgesprochen, daB die Erlebnisse, die dem Denkbereiche angehoren, 
und die Elemente der Z A -Menge einander umkehrbar eindeutig zu- 
gBDrdnet sind. (So ist das z. B. für den Denkbereich, dem die ver- 
s chie denen Erlebnisse A und B — und nur diese — angBhüren, und 
diB Z z -Menge der Fall, wenn wir annehmen, daB A diB 1 , B die 2 be- 
stimmt und umgekehrt.) 

Ist dann x irgend ein Elément von Z fc , ao kann man daa dem x 
zugeordnete, dem Denkbereich angehërendB Erlebnis mit e x bezeichnen 
und femer die Festaetzung treffen, dafl dann und nur dann, wenn 
x < 7/, marner auch < e y geaetzt werde. DiB Anachauung lehrt, 
daB durch diese Festsetzung auch die dem DenkbereichB ange- 
hôrenden ErlebniaSB geordnet aind. 

Wir wollen nun weitBr feataetzen, daB mit der VorstBllung der 1 
und mit der Voratellung der Erzeugung irgendeines der anderen 

ES ni b, Mengenlehre. 5 
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Elsments von Z k intimer auch üb Vorstellung des dem Denkbereiche 
angehorenden, zugeordneten Erlebnissea in unser BewuBtaein tretB 
|wie wenn dieaes Erlebnia ein „Teilerlebnis“ jener Erzeugung ware) 
Die Anschauung lehrt, dafl für die Erlebnisse A und B einerseits, 
für die Elemente von Z 2 andrerseitg dieaer Forderung gBnügt werden 
kann. Ebenso für Z 3 oder Z t . Die Behauptung, daaa für irgend 
ein en Numerat Dr b ei entapre ch en d er V ervDllkDmmnung 
unaBrea Ans chauungs vermogens dieaer Forderung genügt 
wird, ist Erf ahrungap o3tulat, als solchea einea „BBweiaea" 
weder fahig, noch bedürftig (aiehe Art. 2 i. K.) 

DieaB JJ moglichen" AnachauungBn beachreiben wir von jetzt ab 
sd, daB (mit den Numeratoren der Menge Z fc ) auch dis Erbbnisse, 
die dem Denkbereiche angehbren, „erzeugt" werden, d. h. dem SchritbB 
,,z, dann fx“ entaprechBnd b si dieaer Erzeugung „e g , dann ej“ ge- 
schieht, und endlich alao auch diese Erzeugung in geordneten Schritten 
erfolgt. 

Nach allen dieaen Featsetzungen ist in unaerem BewuBtaein 
aua jenem der Z fc -MengB àquivalenten Denkbereiche die Yoratellung 
einea endlichen Denkprüzeaaea entatanden, wie wir Bben kurz 
sagen wollen, um ailes diea nicht bei jeder Grelegenheit wiederholen 
zu müssen. Dieaen DenkprozeB ala , .endlichen" DenkprozeB zu be- 
zeichnen ist eigentlich überflüasig, da wir una einen ,, un endlich en" 
DenkprozeB niemals vorzuatellen brauchen und seiner (eventuell 
in (restait einea neuen Erfahrungspostulatea) auch gar nicht bBdürfen. 1 
Der endlich b Denkprozefl ist Dffenbar ein Erlebnia, wenn wir eben 
jenes Anachauungspustulat ,,angenomnien“ haben. 

12. Ein SDlcher enilicher DenkprozeB, der für das logis ch-mathe- 
mathische Denken von grundlegender Bedeutung iat, wird inabe- 
sondere dur ch folgende Abmachungen beschrieben: 

Eine Cr-Eigenachaft |im SinnB von Kap. II, Art. 13) SBi beschrieben 
durch die Festsetzung, daB 1 die Cr-Eigenschaft besitzt, und durch 
die InvDlution, daB, wenn ein Numerator x diB Cr-Eigenschaft be- 
sitzt, auch der Numerator fz die Cr-Eigenschaft besitzen aoll. 

In dem der MBngB Z k aquivalenten Denkbereiche [ij sei nun e l 
das Erlebnia, daB 1 die Cr-Eigenschaf b bBsitzt, und daa einem 
Numerator fz, wo x < k ist, zugeordnetB Erlebnia e^ x Bei folgendes: 


1 Für dBn Satz von der vullatàndigen Induktion suheint disa nach viel- 
VBrbreiteten Ansichten doch vielieicht nütwendig oder wenigstens wünflDhenflWBrt. 
Es wird sich abBr zeigan (s. Kap. VI, Art. 1D u. 11), daû auch für diBsen Satz die 
u b bd auseinandergcsebzten Grundanschauungcn genügen. 
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„Dafl x iïïb G-Eigenschaft besitzt, involviert, daB au ch fx die G- 
Eigenschaft besitzt". (Db diese Erlebnisae der Anschauung ent- 
stammen oder aber willkürliche Abmachungen aind, ist dabei ganz 
glBÎchgültig.) 1 

Wir wollen jetzt einen BildprozBB, den g-ProzeB, durch folgendB 
Beschreibung einführen: ,,Für irgend ein Ding x sei gx ein Ding, 
daa f-Bild von xist und die G-Eigenschaft besitzt". Dffenbar beschreibt 
man damit einen Denkbereich, dem die Erlebnisse, daB „ein Ding 
f-Bild von x ist (heiBt)", und daB ,, dieses Ding die G-Eigenachaft 
besitzt" — und nur diese angehôren. Ea iat dann — wieder in freier 
Schopfung unserea Greistes — gx daa diesem Denkbereiche adjungierte 
(durch dieaen Denkbereich definierte) neuo Ding. Wir kônnen aber 
auch aagBn, daB gx au3 fx ,, durch Hinzufügung der G-Eigenschaft" 
erzeugt wird. 

Wir kônnen weiter die Syntheais der Anschauungen, wie aie für 
den f-Prozefi in Art. 1 und 2 gegeban wurde, Wort für Wort auch 
an dem g-ProzeB ausführen, und auch der Einführung der „Numera- 
turen" |Art. 7) entsprechend jetzt „diB G-Eigenschaft besitzende 
Numeratoren" einführen. Die 1 jetzt ein Numerator. der die 

G-Eigenachaft besitzt; BbBnso sind gl, ggl Numeratoren, die die G- 
Eigenschaft beaitzen und ahnlich. (Grenauer, um daa „und ahnlich" 
nicht zu gebrauchen: gx iat ein fx, daa die G-Eigenschaft besitzt.) 

Durch den g-ProzeB in aeiner Anwendung auf „den die G-Eigen- 
schaft beaitzenden Numerator 1“ werden ,,die G-Eigenschaf b be- 
sitzenden Numeratoren" und nur diese eingeführt, wofür wir auch 
sagen kônnen, daB die sd definierten Dinge die aua den uraprünglichen 
Numeratoren „durch Hinzufügung der G-Eigenschaft" definierten 
(erzeugten) Dinge aind. Der gegebenen Anweisung nach iat ea évident, 
daB die laut dieaer Anweisung erzeugten Dinge „Numeratoren aind, 
diB die G-Eigenachaft beaitzen". Ich aetze nun statt dieaer Anwei- 


1 Bei dem geschlossenBn f-Pruzefl, durch den der Anweisung Art. 1 d. Kap. 
sntsprechBnd- der Numerator k erzeugt wird, zeigt die Anschauung, daD, wenn wir 
die einzBlnen Schritte durch weg ausführen |siehe Art. 10 d. Kap.), wir auch 
k erzeugen. Der Beschreibung des DehkprozBSses entsprechend, wird aber jetzt 
dis Anschauung des Erlebnisses e z mit jenem Schritte VBrbunden, der die Er- 
z eu gang von X enth&lt. Dies gibt als Teilerlebnisse des Denkproz esses : „1 besitzt 
diB 0-EigBnschaft“, und weiter für jades fx, wu x < k ist: „Mit x besitzt auch 
fx die £-Eigenschaft“. 

Würde man die 0-EigBnsehaft dBS x so interpretieren, daB die Erzeugung 
von x ein „einzelner Schritt" in der Erzeugung von k ist (d. h. die ,,Vorstellung“ 
dBS Breton ÊlBmentes, oder die Erzeugung von x aus dem unmittelbar vorhergehen- 
den ElemBnte ein solcher Schritt ist), so wàre man geradezu zu dem Denkbereiche 
[Z k \ zurückgekehrt. 


5 * 
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sung die folgende: ,,Es sollen die ursprünglichen Numeratoren er- 
zeugt werden; es aoll aber der ,,1" die G-Eigenschaft hinzugefügt 
werden, und wenn einem Numerator die G-Eigenschaft hinzugefügt 
wurde, dann werde auch dem aus diesem durch den f-Prozefl erzeugten 
Numerator die G-Eigenschaft hinzugefügt." Dffenbar |und diea ist als 
Anschauung neu) ist das dieselbe Anweisung. Das einemal wird jeder 
uraprünglichB Numerator erzeugt und jedem die G-Eigenschaft hin- 
zugefügt, daa anderemal aber jedem aus der „1“ erzeugten Numerator, 
d. h. wieder jedem Numerator, die G-Eigenschaft hinzugefügt. 

Endlieh wird nach diesen Anschauungen an dem Denkbereich 
[/J nichta geàndert, wenn wir statt der „involutorischen" Beschrei- 
bung die definitive aber von jener nicht verschiedene setzen, nach 
der „1 die G-Eigenschaft besitzt" uni, auch ,,wenn x < k ist, \x die 
G-Eigenschaft besitzt". 

Damit ist folgendes zur Evidenz gebracht: 

Das Erlebnis: ,,Der Numerator k besitzt die G-Eigenschaft" 
ist Teilerlebnis des endlichen Denkprozesses, dafi 1 die G-Eigenschaft 
besitzt, und mit jedem Numerator x , für den x < k ist, auch f x die 
G-Eigenschaft besitzt. 

Es ist diesnichts anderes, als der sog. ,, Satz der vollstandigen 
Induktion für endliche Meng en ", der — wie man unmittelbar 
sieht — (nach Art. 4) auch folgendermafien in uns gewohnterer Ge- 
stalt ausgesprochen werden 1 und nach unseren Entwicklungen als 
allgemein gültiges Ans chauungsgesetz bezeichnet werden 
kann. 

Sobald ,,1 besitzt die G-Eigenschaft" und ,,mit jedem 
Numerator x , für den x<k ist, besitzt auch fx die G- 
Eigens chaft‘ f unabweisbare Tatsachcn sind, ist auch „k 
besitzt die G-Eigenschaft" eine unabweisbare Tatsache. 

Die Ausführungen, die zu dem Satze führen, sind nicht gerade 
kurz, konnten aber nicht anders gegeben werden, weil es uns darauf 
ankam, in dieser Ausführlichkeit zu zeigen, daB nur „evidente" An- 
schauungen aufgezeigt werden und keinB ,,logische Beweisführung" 
eintritt. Wenn das Ganze Biner solchen dûch so sehr àhnlich erscheint, 
ist dies nur der Fall, weil wir in ,,logischB Beweisführungen" meist 
auch évidente Anschauungen zu verweben pflegen und andrerseits 


1 Dafi der Satz nur für endliche Mengen ausgesprochen wird, geschieht, 

wbîI wir uns auf endliche Denkprozesse beschrànken. WolltBn wir hier dBn ,allge- 
meinen“ Satz der vollstandigen Induktion aussprechen, so w&re ein neues An- 
schauungspostulat notwendig in bezug auf Denkbereiche, die nicht „endliche 
DcnkprozBSSB 11 sind. Es wird si ch spater zeigen, dafl daB überflüssig ist. 
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auch die „bgische Deduktion“ sich als eine spezielle Art der An- 
schauung erweist. 1 

1 Der Satz der vollstftndigBn Induktion für endlichB Mengen ist in dBr Tat 
ein synthetisches Urteil, das una dIuib Logik évident wird. So viel ich weifl, iat daa 
fur dBn Fall, daû, wie hier, k ein bestimmter durch die Anachauung gegebener 
Numerator ist, auch niBmals bestritten worden. Auf den heftigen StrBit, der für 
den entaprechenden „allgemBinen“ Satz in den letzten Jahren entbrannte, wird 
spâter (Kap. VI, Art 10) zurückzukommen sein. 

Mit dem Gesagten stünde es prinzipiell nicht in Widerspruch, dafl die be- 
treffendDn SÊttze auch durch logischB Deduktion hergeleitet werdBn kônnen. Welche 
Herleitung methodisch entaprechender sein soit, ist bis zu einem gewissen Grade 
Geschmacksache. Man kann die unmittelbarB Anachauung bevorzugBn, weil aie 
ja doch „übDrzeugender“ wirkt, man kann aber auch die logische Deduktion für 
methodisch richtiger ansehBn, weil dann der irreduziblen ElementB unseres wissen- 
schaftlichen Denkens „weniger 11 sind, Keineafalls kann jBdoch die Herleitung 
des Satzes der vollstandigen Induktion, wie aie Zermelo (Sur les ensembles 
finis et 1 b principe dB l’induction complète, Acta Math. Bd. 32, S. 185) angBgeben 
bat, trotz ihrer genialen Gmndidee ala prinzipiell genügend angenommen werden. 
Sie benutzt offenbar neben dBr Dedekindschen Grundidee der kleinsten Kette 
die „deductio ad absurdum 11 . (Die „kleinsfce Kette “ M 9 ware dann keinB klBinste 
Kette, a, a. 0., Art 3). Das ist aber nur dann gestattet, wenn wir uns von der 
Widerspmchslosigkeit der zugrunde gelegten Festsetzungen überzeugt haben, 
so wie HilbBrt di es in seinen „Grundlagen der Geometrie 11 durch Berufung auf 
üb als widerspruchslos vorausgesetzte Arithmetik tut und in der Geometrie auch 
mit gutem Grande tun kann. Hier w&rB Àhnliches auch für endliche Mengen nur 
so moglich, daB für jades bestimmtB k Berufung auf eine bestimmte, dem Z* 
aquivalente Menge stattfindet. DiesB Anschauung li Bfert aber schon unmittelbar 
den Satz selbst, und der Beweis gabB nichts Nbubs, hochstens eine sehr bemerkens- 
werte, aber unnatürliche Umstellung in der Relhenfolge unserer Anschauungen. 
Für nicht- endliche Mengen kann nur die „Anschauung“ der Dedekindschen 
kleinsten Kette Abhilfe schaffen, die aber den Satz schun unmittelbar (ohnedeductio 
ad absurdum) ergibt (auch bBi DBdekind). Die Aufstellung und Losung dieses 
Problems der WiderspruchslosigkBÎt — auch für das Gebiet der reinen Lo- 
gik selbst — gibt mir ein Recht, in gutem Ulauben von einer nBuen Grundlegung 
unseres bgischen und mathematischen Denkens zu sprechBn. Dabei stellt sich aber 
die Tatsache heraus, dafl die volIst&ndigB Induktion für endliche Mengen vor der 
logischenDBduktioninunseremBesitzstand eingBtreten SBinmufl; dieWiderspruchs- 
losigkeit der reinen Logik kann Bben nur so als unabweisbare TatsachB erschaut 
werden, wenn die vollstàndige Induktion für endlichB Mengen schon als unabweis- 
bare Tatsache erkannt und festgesetzt ist. 



Viertes Kapitel. 

Die logischen Grundb b griffe und ihre Formalisierung. 

Vorbemerkung. 

1. Es ist eine unabweisbare Tatsache, daB ein bestimmtes 
Erlebnis, dessen Name A sei, und ein bestimmtes Erlebnis, dess en 
Name B sei, miteinander verknüpft werden künnen. Ebenso ist 
es eine unabweisbare Tatsache, dafi diese Verknüpfungen in ver- 
schiedenen Weisen festgesetzt werden künnen. Es ist z. B. „A nom. B“, 
und auch ,,J5nüm. A' 1 eine solche Verknüpfung, und , s Anom.B 11 ver- 
schieden von ,,B nom. A'\ 

Neben vielen anderen Verknüpfungen, die wir an unseren Denk- 
vorgàngen beobachten, lâuft fortwahrend eine bestimmte Ver- 
knüpfung, die in dem sprachlichen Ausdruck unserer Gedanken 
zutage tritt. In dieser konnen wohl verschiedene Namen die' Vor- 
stellung desselben Erlebnisses erzeugen, aber verschiedene Vur- 
stellungen oder Erlebnisse diirfen nie an densejben Namen erinnern. 
Nur wenn dieSB Festsetzungen eingehalten werden, ist die Sprache 
unzweid eutig, genau, d. h. fahig, unsere Gedanken abzubilden, 
auszudrücken. Die in der Sprache benutzfcen Namen sind in erster 
Reihe artikulierte Laute, die Sprache selbst eine Lautsprache; erst 
wenn wir Gesichtseindrücke als Zeichen dieser Laute benutzen, 
entsteht die Schriftsprache, die sodann in ihrer VervDllkommnung 
als (wissenschaftliche) Zeichensprache den methodischen Anfor- 
derungen des Denkens genügt. 

Es wird fortwahrend Gegenstand unserer peinlichsten Sorgfalt 
sein müssen, daB auch beim Anwachsen des Materials an Tatsachen, 
die benutzte Sprache diesen Anforderungen genüge. 

IsdIoqIb. 

2. Neben den Nominationen ist bisher insbesondere von einer 
Art der Verknüpfung die RedB gewesen, die für das logis che DenkBn 
geradezu fundamental ist. Es handelt sich um die Erlebnisse, diB 
wir in den folgenden (sprachlichen) Sàtzen ausdrücken: 
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„Das Erlebnis A ist verschieden von dem ErlebnissB B." 

,,Das Erlebnis A ist nicht verschieden von dem Erlebnisse B. 1 ' 1 
Jpder der beiden angeführten sprachlichen Satze hat für mich einen 
bestimmten Sinn, den ich denken kann, und ist demgemàfî der 
sprachliche Name eines bestimmten Erlebnisses, das als solches 
noch „diesseits von wahr oder fais ch “ liegt, Db die in dem Erleb- 
nisse gedachtB ïatsache unabweisbar oder vielleicht unannehmbar 
ist, daran denke ich jetzt gar nicht. Die angeführten ErlebnissB 
— und das ist für den Augenblick das Wesentliche — verknüpfen 
in bestimmter Weise lias Erlebnis A und das Erlebnis B. Um für 
diese bestimmte Verkniipfung einen bestimmten Nam en zu erhalten, 
sagen wir: ,,Sie verknüpfen dur ch die Anschauungsbegriffe ver- 
schieden bzw. nicht- verschieden. 1 * 

Wir erleben diese bestimmten Verknüpfungen , und 
jene Satze sind nichts anderes als Namen für das Er- 
lebnis der betreffenden Verknüpfung. Dabei kann es aber 
allerdings nQch vorkonimen, daB wir uns das genannte Erlebnis 
gar nicht j.vorstellen" künnen. Anders steht es aber mit den in den 
folgenden Sàtzen gpnannten Erlebnissen: 

a) Das Erlebnis A ist nicht verschieden von dem Erlebnisse A. 

P) Das Erlebnis: „Das Erlebnis A ist nicht verschieden VDn 
dem Erlebnisse B" ist nicht verschieden von dem Erlebnisse: „Das 
Erlebnis B ist nicht verschieden von dem Erlebnisse A." 

Was wir uns bei diesen Sàtzen vorstellen, sind unabweisbaro 
Tatsachen, die VDr und nach allem Grübeln gleich unabweisbar 
sind. Auch wenn A und B Namen vers chie dener ErlebnissB sind, 
das in p) beschriebene Erlebnis also gar nicht vorgestellt (erlebt) 
werden kann, ist das, was wir in beiden Fâllen furdern und als ,,un- 
moglich' 1 verwerfen, du ch ,, nicht verschieden 11 . 

Wir wollen nun den sprachlichen Ausdruck unserer Satze kürzen; 
statt ,,Erlebnis A“ kurz A sagen, statt ,,ist nicht verschieden von" 
die Silbe id. (idem) schreiben. Dann würdB aus a) und p) jetzt: 

^id. A; [a') 

A id. B id. B id. A. \p') 

Da zeigen sich aber in \P') eine ganze Reihe vDn Übelstànden. Vür 
allem, wie ahnlich bei mathematischen Symbolen, ist die Sprache, 

1 Die Ausdrucks weise ,,Das Erlebnis A“ usw. ist in Kap. I, Art. 5 fBst- 

gelegt werden. DiB zur VerwBndung gelangenden Namen müssen, wie soeben 
ausgBfiihrt wurde, eine genauB Sprechweise srmbglichen. Dabei mag — um 
MiDvBrst&ndnissen vorzubeugen — nochmals betont werden, daü A und B auch 
Namen desselben Erlebnisses sein konnBn. 
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weil das Zeichen für ,,ist nicht verschieden von“ auch in den VBr- 
knüpften Erlebnissen vorkommt, ungenau geworden. Wie dem 
Parenthesen abhelfen, braucht wohl bei diesen ohnehin schon lang- 
gezogenpn Betrachtungen nicht besonders auseinandergesetzt zu 
werden. Wir schreiben also statt 

\A id. B) id. \B id. A). [p") 

Aber auch daa wàre ungenau; wir künnten ja lesen, inüssen es aogar, 
daB ,.^4id.Z?“ nicht verschieden von ,,Bid.^4“ ist. Das wàre aber Dffen- 
bar eine unannehmbare Tatsache, denn die Namen ,,A id. B lt und 
,,B id. A“ ain d vers chie d en. DaB es sich um die Erlebnisse handelt, 
deren Namen A und B sind, muB in den Namen id. hineingelegt 
werden, und dann ist die Verknüpfung eine andere geworden. Statt 
,,ist nicht verschieden von“ wâre zu setzen: „ist der Name eines 
Erlebnisses, das nicht verschieden ist von dem Erlebnisse, dessen 
Name . . 

Um nicht in ermüdende und überflüssige Wiederholungen zu 
verf allen, soll aber sogleich an den hier fixierten Anschauungen 
eine weitere Ànderung VDrgenDmmen werden, die übrigens, wenn 
w T ir uns nicht erst von den Fesseln mancher Traditionen befreien 
müfiten, von Anfang an einen naturgemiiBen Ausgangspunkt gegeben 
batte. Weder wollen noch kbnnen wir hier eigentlich von der ab- 
soluten Nichtverschiedenheit , von der „Identitat“ ausgehen, deren 
Abstraktion keinesfalls durch unmittelbare Anscliauung geboten wird. 
Die Erlebnisse, die wir betrachten, geben eigentlich nur die Eigen- 
schaft: ,,In bestimmten, ein für allemal festgesetzten Ëezieliungen 
nicht verschieden sein. “ In den meisten Ausdrücken, wie z. B. wenn 
ich von „derselben Ansicht", „demselben Buche“ u. dgl. spreche, ist 
dies der Fall. Und erst dann gelange ich zu dem abstrakten Begriffe 
der Identitàt, wenn ich mater jenen bestimmten Beziehungen ,,jede" 
Beziehung verstehen will. Und dabei ist es sogar sehr fraglich, ob 
und wann dies überhaupt angeht. Wir werden aber auch diesen 
dunklen „philDSDphischen Fall“ einschlieBen, wenn wir statt der 
Iientitàt nur von einer Isologie sprechen, und Dinge als isolog 
bszeichnen, wenn sie in bestimmten, ein für allemal 
festgesetzten Beziehungen nicht verschieden sind. 

Wir haben es statt mit a) und /9) jetzt mit den folgenden un- 
abweisbaren Tatsachen zu tun: 

a) Das Erlebnis A ist isolog dem Erlebnis A. 

b) Das Erlebnis ,,Das Erlebnis A ist isolog dem ErlebnisSB B“ 
ist isolog dem Erlebnisse „Das Erlebnis B ist isolog dem Erleb- 
nissB A“. 
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Wenn Bndlich = als Zeichen lier Isologie eingeführt wird, 
und auch für diB „Namen" A und B Zeichen wie x und y gesetzt 
werden, erhalt man statt a) und b) 

x = x , (la) 

[x=y]=[y=x]. |Ib) 

EinB letzte ErweitBrung entspricht endlich der Moglichkeit, 
ilaB x Dder y Zeichen von Dingen sind, die ltBinB Erlebnisse 
sind. In diesem Falle aoll x = y sin Zeichen dafür sein, daB die 
Erzeugungen der mit x und y bezeichneten Dingo in jonen be- 
stimmten, ein für allemal festgesetzten Beziehungen nicht verschieden 
sind. Die Dinge, mit denen wir es in der synthetischen Logik zu 
tun habBn, sind Erlebnisse oier als aus Erlebnissen erzcugb gcdacht. 
DemgemàB konnen wir ein für allemal festsetzen, daB wo es si ch 
in der rBinen Logik um Dinge handelt, die nicht Er- 
lebnisse sind, immer für das Ding das Erlebnis der Er- 
ZBUgung jenes Dinges zu setzen ist. 

Die Zeichenaggregate (la) und jlb) Sollen, uud zwar 
nur als solche, diB logischan Grun df armen (la) und (Ib) 
genannt werden. Wie sie gelesen und interpretiert werdon, ist 
klar. Setzt man statt der Zeichen die entsprechenden Namen, so 
liest man (sprachliche) Satze, diB logischen Grundsatze (l'a) und 
(I'b); diB durch diese SiitzB in uns erzeugten ErlebnissB sind die 
logischen Grrun dges etza (I"a) uni |I"b). 

Was hier geschehen, kann, wenn es auch hier etwas verfrühb 
ist, mit Husserl als Formalisierung des Dégriffés ,, nicht 
verschieden 11 bczeichnet werden 1 ; wir werden von nun ab — 
wenigstens vorlàufig — nur die logischen Grrundformen (la) uni |Ib), 
nicht aber diB entsprechenden Satze und GresetzB behandeln, und 
dadurch einB Méthode gewinnen, die den vollen Anschauungs- 
begriff eliminiert und nur die eben in die Formen gelegte Bedeutung 
benutzt . 2 Ich umgehs geflissentlich den Aus dru ck ,,Axiomatisi Brun g“. 


1 Der lugiachB Grundsatz [l'a) ist sin „NamB“ des logischen Grundgesetzes 
|I"a); und x = x, die logisohe Grundform |Ia) ein Name cUbsbs Namens, ein 
Zeichen. So weit scheint die Behauptunç des Textes, daB eine formalisierung “ 
stattgefunden, durohaus nicht gBrechtfertigt. Bei |Ia) und ll'a) denken wir uns 
hier nooh dasselbe. DiB Formalisierung wird hier eigentlich nur vorberBitut- 
Durohgeführt wird sie erst im n&chsten Kapitel, wenn an diesem Zeichen gBwjflae 
AnsDhauungen konstatiert werden, und durch gBBignete MaDnahmen die in diasen 
Anschauungen Bnthaltenen Eigensohaften dieser Zeichen, und nur diese, zum 
Gregenstande der Betrachtung gemaoht WBrdBn. 

Dieselbe Bemerkung bszieht sich auch auf diB Formalisierung der übrigen 
Grundbegriffe. 

2 Unsere Festsetzung sagt aber durohaus nicht, dafl wir der Isologie niemals 
andBre Eigensohaften beilegen, als die durch die Formen |Ia) und |Ib) oder die 
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denn der voile Anschauungsbegriff kann nicht dur oh Axiomatisierung 
erschëpft werden; wohl konnte man aber von forniBllBn Axioinen 
für das Zeichen = âpre ch en, was aber au ch verfrüht ware, da bb ja 
hier noch keinen Binn hâtte, VDn Richtigkeit, Wahrheit u. dgl. zu 
sprechen. 

Ein anderer Punkt mufi aber noch stark betont werden. Jene 
unabweisbaren Tatsachen, deren Formalisierung in |Ia) und |Ib) 
vorgenommen wurde, waren so beschaffen, dafl A und B Namen 
ganz beliebiger Erlebnisse sein konnten. Dementsprechend konnen 
x und y Zeichen irgend welcher Namen sein. Es sind — wiB wir 
das kurz andeuten wollen — x und y Stellenzeichen, Stellen- 
hàlter für bestimmte |Ding-)Zei ch en. 

LoglschB Honjunktion und DiBjunktion. 

3. Den Bedürfnissen entsprechend, die bei der Beschreibung 
unserer Denkvorgànge sich geltend machen, geschieht die Forma- 
lisierung der Anschauungsbegriffe ,,und“ und ,,Dder“ in ganz anderer 
Weise als für den Anschauungsbegriff ,, nicht verschieden 1 '. Es 
steht dies damit in engster Beziehung, daB ,,A und B ", sowie ,,A 
oder B" keine sprachlichen Satze sind, d. h. überhaupt nicht die 
Vorstellung des Erlebnisses einer Verknüpfung erzeugen. Das Er- 
lebnis oder Ding ,,A und B u ist verschieden von dem Erlebnisse: 
„A ist in der dur ch das Wort ,,und“ bestimmten Weise verknüpft 
mit B Soll ich mir ,,A und B li vorstellen, sd mufl ich offenbar 
das andere Erlebnis mir schon vorgestellt haben. Auch das ist einB 
der Anschauung entnommenc Verknüpfung verschiedener Erlebnisse, 
die aber jetzt nicht niiher untersucht werden soll. Im übrigen ist 
die Eormalisierung dieser logischen Grundbegriffe so einfach, daB 
diB entstehenden logischen Formen unmittelbar hingeschrieben 
werden künnen, wenn wir nur noch die Zeichen festsetzen, die dabei 
gebraucht werden sollen. 


entspre chéri d»n GrundgBsetzB ausgedrückten. Diea kann gBBchehBn, und gBachieht 
auch, aber nicht durch einB in unseren Ausdruck hinBÎngelegte „BBlbatvBratând- 
liche“ Bedeutung, aondem durch neue Formen, und diesen entspre chaud in 
unseï Bewuûtaein aufgenDinmeiiB neue Geaetze. |So z. B. noch in dieaBm Kapitel 
mit Uilfe der in Art. 8 ausgeführten BBtrachtungBn). 

Man bemerkB noch, daB diB IaologiB nicht diB BinzigB Relation iat, die 
Formen wie |Ia) und |Ib) ergibt. DaB wird z. B. noch in dieaem Kapitel |Art. 7) 
für die „ÀquipollBnz“ der Fall sein. Sd kann z. B. bBi Zahlen von ihrer ..Gleich- 
heit“ oder auch vdu ihrer ..Kongruenz mod. die Rede aein. 

Wd daa der Fall ist, konnBn wir von vBrschiBdBnen „Arten“ der IaologiB 
aprechen, waa aber auch darauf hinauakommt, dafl wir den YBrachiedenBn Rb- 
latiouen auch YBrachiedene Namen beilegen. 
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Es sei daa dem „und“ entsprechende Zeichen: X (lDgisch mal), 
daa dem ,,oder“ entsprechende: -f- (logisch plus). DiB Namen von 
X und -f- seien „Zeichen der HonjunktiDn bzw. Disjunktion“. 

Aus den einfachsten Tatsaclien, die sich beim Gebrauch dpr 


Worte ,,und“ und ,,oder“ ergeben, gelangen wir zu 
Formen : 

den logis chen 

[* -f y] = [y -f- 

i u») 

[x -f [y -f z)] = [|x -f y) -f z] 

inb) 

[XX y] = [y X x] 

III») 

[x X | y X z)] = [\x X y)X z] 

|IIi) 

[\x -f y) X z] = [|x X z) -f \y X z)]. 

|IIe) 


Diesen lDgischen Formen entsprechen wieder logische GrundsatzB 
und logische Grundgesetze; und die letzteren siml Erlebnisse, die 
unabweisbare Tatsachen sind. So wird — ein Beispiel genügt wohl — 
aus |II B), wenn A, B, C Namen bestimmter Dinge sind: 

„A u der B lt und C ist nicht verschieden von: „A und C" oder 
„B und C". 

Auch hier geben die durch Formalisierung entstandenen Zeichen 
-f und X weniger als die Anschauungsbegriffe „und“ und ^uder 11 . 1 

Die merkwürdige, wenn auch nur àuBerliche Âlmlichkeit mit 
dem kommutativen, assoziativen und distributiven Gcsetzen der 
Zahlen führt dazu, die den Zeichen + und X nachgebildeten Zeichen 
-f- und X zu benutzen. Wenigatena im Drucke wàre es aber nichb 
angezeigt, geradezu nur jene zu gebrauchen: weil ea auch notwendig 
sein wird, beide zugleich zu verwenden. Dabei ist es aber unumgang- 
lich, für „und“ daa Multiplikations-, für ,,Dder“ daa Additionszeichen 


1 |IIe) wird ala diatributivBa Gesetz bezeichnet. 

Eh muB noch besonderH darauf hingewiesen werden, dafi die dem aog. 
„zweiten distributiven Geaetzs 11 Bntaprechende Form 

[|* = l\x ^ X |ÿ 4- *)] I F) 

nioht unter jene lDgischen Formen aufgenommen isb. Offenbar wird die Auf- 
nahme odBr Nicht- Aufnahme einer Form mit einem |eventuell schw ank Bnden) 
Hprachgebrauche zusammenhangen. Auch in diBBemFaile. „A oder B lt hatin der 
Tat im gewohnliohen Le ben zwBi verachiedenB Bedeutungen. Man verBteht darunter 
manuhmal: )p EntwedBr nur A oder nur B“, in anderen Fallen aber: ..Entweder 
nur A oder nur B oder auch A und B". Disser Unterschied kommt bei den 
Formen |IIa— b) nicht zur Geltung, wohl aber bei der jetzt hingeschriebeilBn 
Form, die bei dBr ersten Fixierung des Sinnes von ,,odBr“ durchaus keiner un- 
abweisbaren TatsachB entapricht. |SiehB die Fuflnote zu Art. 10, Kap. V.) Bei der 
FormalisiBninç gehen auch hier gewiase Eigenschaften der Anschauungsbegriffe 
verloren. Zwischen den zweifelhaften Fâllen dos Sprachgebrauchs wird aber 
nicht entBohieden; aie werden — wiB wir aehen werden — rom GebrauDhe 
ausgeSDhlossBn. 
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zu verwenden, wenn wir die Analogie aufrechterhalten wollen; weil 
eben die in der letzten FuBnota Brwâhnte Eorm \F) nicht vor- 
handen ist. (Im sog. Klassen- und Aussage-Kalkül ateht dis Sache, 
wegen des Auftretens der Form [F), anders.) 

4. Ea sei nochmala auf die bgische Form (Il c) zurückgegriffen. 
Ihre Interprétation kann an einem einfachen Beispiel erlautert 
werden. „Ich traf Peter und Paul" ist der Bedeutung nach nicht 
vers chie den VDn: „Ich traf Paul und Peter". Ea ist wenigstens klar, 
dafl wir von den beiden Kedewendungen in den meiaten Fàllen 
ohne Bedenken die eine ebenso gut wiB die andere gebrauchen 
werden. Wollte ich aber in der Verknüpfung ,,Peter und Paul" 
zwischen Peter und Paul einen Unterschied machen, so würde ich 
eine andere Bedewendung gebrauchen. Z. B. wenn ich auf die Frage: 
„Trafst du Peter?" so antworte: „Ich traf nicht bloB Peter, sondem 
auch Paul". Diese Grleichberechtigung von „Pcter" und „Paur‘ 
in der Verknüpfung „Peter und Paul" wird in das Zeichen X erst 
dur ch (II c) hineingelegt. 

Wie nun, wenn es sich um das Zeichen x X x bzw. um das Er- 
lebnis „A und A“ handelt? Ich darf dann, wenn ich nicht von der 
in ,,und" erkannten Anschauung abweichen soll, durchaus nicht 
,,A und nochmals A“ denken. Denn ,,nDchmala A >1 , das wiederholte 
Erlebnis A wàre ja schon verschieden von dBm einfachen 
„Ich denke A und A“ ist nicht verschieden von J} Ich denke A und 
ich denke A u ; es ist eben, wenn der Begriff der Stellung und Wieder- 
holung eliminiert wird, nicht verschieden von „Ich denke A 11 . Das soll 
keine ,,Begründung" sein und ist auch keine. Es ist nur eine Be- 
schreibung des Tatbestandes, wiB wir uns ,,A und A“ denken Dder 
noch genauer, wie wir uns ,,A und A“ denken wollen. 

Dieselbe Beschreibung konnte beinahe von Wort zu Wort für 
die Vorstellung ,,A oder A“ wieierholt werden. 

Diesen Tatsachen entsprechend bilden wir noch die logischen 
Formen: 

[xX x]= x |IIf) 

[x -f x] = x . |II g) 

Die entsprechend en logischen Grundgesetze sind dann jBne Er- 
lebnisse, die wir in der vorhergehendBn Beschreibung der An- 
schauung von ,,und" und ,,odBr" für dpn Sprachgebrauch fixiert 
haben. 

In diesen Formen hat offenbar die Analogie VDn -f und X 
mit -f und X aufgehôrt. 
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Implikation. 

5. Der Verknüpfungsbegriff, der bei den Denkvorgângen des 
Folgerns und SchlieBens in die Anschauung tritt, wird wohl am 
schàrfsten durch daa BindBWort ,,also“ charakterisiert. f ,A, also B“. 
Dder in grammatikalisch VDllstàndiger Satzform: ,,A hat B zur 
Folge“. Man nennt A die Hypothèse, B die Theae. Ich führe 
einige Beispiele an: 

„Die Schwalben kDmmen, aise wird es Frühling." — „A gilt, 
und wenn A gilt, gilt auch B; also gilt B. u „Alle Menschen sind 
sterblich, alsD ist auch Sükrates sterblich. “ — „Aus A folgt B, und 
aus B folgt C; also folgt aus A auch C7.“ 

Wie man sieht, sind das der Schullogik nach sehr verschiedeno 
Aussagen. Die Beispiele reprasentieren der Reihe nach das hypD- 
thetische Urteil, den hypothetischen SchluB, den kategorischen und 
den hypothetischen Syllogisinus. 

Den Inhalt von „also“ betreffend, wird es nicht überfliissig 
sein, zu bemerken, daB ,,A , also B" niehta mit der Frage zu tun 
hat, ob A, bzw. B unabweisbare Tatsachen sind. Dies ist nur Name 
des folgenden Erlebnisses 1 : Die Annahme, daB A eine unab- 
weisbare Tatsache ist, zwingt mich zu der weiteren An- 
nahme, daB B auch ein unabweisbares Erlebnis ist. |Man 
yergleicht dazu am besten vielleicht das scholastische Schulbeispiel: 
„Baculus in angulo, ergo pluit“.) 

Auch hier soll in logis chen Furmen die Furmalisierung des Yer- 
knüpfungsbegriffes „also“ geschehen. Als Zeichen wahlen wir C, 
das wir Zeichen der Implikation nennen wollen. Wie bei der 
Isologie, wird auch hier xi y das Erlebnis der Verknüpfung selbst 
darstellen. 

Dio folgenden logischen Grundformen sind wohl kaum der Er- 
lauterung bedürfbig: 

x C x (Ilia) 

[xXy]tx; [x X y] C y (III b) 

xi [xj-y]; y i[x y] |IIIc) 

(,,Die Kugel ist rot, und der Würfel Schwarz; also ist die Hugel rot. — 
Die Kugel ist rot; also ist die Kugel rot oder der Würfel schwarz.“.) 

Wir haben weiter die logis cho Grundform: 

[x X \xiy)]iy (III d) 


1 Dabei ist die Annahme, daB A Bine unabweisbarB TataaohB ist, genau 
im SinnB von Kap. III, Art. 4 zu VBrstehBn. 
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diB geraiezu den logischen „3chlufi", das hypothetische Urteil 
formalisiert. Aua dieser lesen wir unmittelbar folgenien logischen 
Grrundsatz (bzw. folgendes bgischB Grundgesetz) ab: ,,Es seien 
x und y Eigennainen irgendwelcher Erlebnisse. Sobald x einB un- 
abweisbare Tatsache, und mit x auch y einB unabweisbarB Tatsache 
ist, sind wir gezwungen, auch y als unabweisbare Tatsache anzu- 
erkennen". 

Wir baben WBiter die |s y 11 o gis bis ch en) logischen Gnuidformen: 

[{xC y) X \y C z)] C [x C z] |IIIe) 

[\x ty) x [z C u )] C [\x X z) C \y X u)] (III f) 

[> C y) x \z C u)] c [[x -f z) C \y -f u)] (Illg) 

Hier erhalten wir z. B. aus (III b) geradezu dan hypothetischen Syllo- 

gismus: „Wenn mit x auch y , und mit y auch z unabweisbarB Tat- 
sache ist, so ist mit x auch z einB unabweisbare Tatsache". Die 
(III f) und (III g) entsprechenden Grrundsàtze lauten, wenn x , y , z 
und u wieder als Eigennamen beliebiger ErlebnissB aufgefafit werden: 
,,Wenn x das y und z das u zur Folge hat, so hat auch x und z das 
y und u zur Folge." Ferner: ,,Wenn x das y und z das u zur Folge 
hat, so hat x oder z das y oder u zur Folge." 

Diese beiden Formen des syllogistischen Denkens werden merk- 
würdigerweise in der SchullDgik nirgends hervorgehoben. SiB werden, 
wie das unvermeidlich ist, als „selbstverstandlich" benutzt, aber 
nicht als unmittelbar der Anschauung entnommen hingestellt, wie 
dies z. B. für den Syllogismus geschieht. Daü sie mit diesem gleich- 
wertig sind und von diesem unabhüngige, irreduzible Bestandteile 
unseres Denkinhaltes sind, hat erst diB „Algebra der Logik" auf- 
gedeckt. 1 

DieselbB Bemerkung bezieht si ch auf diB beiden weiteren 
logischen Formen, die der Anschauung von durch „und" und „also" 
verknüpften Erlebnissen entstammen. Es sind dies 

[x C [y C*)] C [(x X y) C«] (III h) 

[|»Xy)C*]c[xC(yc*)]. (III i) 


1 S. U. a. das in jeder BBzishung empfehlenflwerte Bch'ône Buch von 
L. Couturat (L’algèbre de la logique, Paris 1905). Dabei mochte ich aber 
schon hier bemerken, daü ich die Théorie übs Verknüpfungsbegriffs ,,also“, wie 
sie auch bei Couturat im Anschlusse an Boole und SchrBier entwiokBlt 
wird, Dbwohl sie formai vollig Binwandsfrei ist, nicht annehmen kann. Sie Bignet 
sich ni ch b für den hier verfolgten ZwBok ainer gBnauen Beschreibung unserer 
Denkvorg&nge. Wie diBS spÂter ausführlioher auseinandBrgBSetzt wird, liBgt 
dies daran, daü das „Wahr“ der AJgebra dBr Logik nicht „wahr in einem be- 
Btimmten Denkbereioh“, sondem ,, absolut wahr“ bedeuten soU. 
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DiB Bntsprechenden logis chBn Grundgesetze, die man als Ge- 
aetzB dBS Transf Brierens bezeichnet, lauten 1 : x hat zur Folge, 
dafi y daa z zur Folge hat; also hat „x uni y " daa z zur Folge. Und 
dessBn >J UmkBhrung“. ,,x und y “ hat das z zur FoIgB; also hat x 
zur Folge, dafi y daa z zur Folge hat. 

Da vdIIb Anachauung nur dann vorhanden ist, wenn an dis Stelle 
der Erlebnifinamen x, y , z iis tatsachlichen japrachlichen) Namen 
wirklicher Erlehnisse gesetzt werden, mag auch ein solches .jBeispiel" 
angeführt werden. 

x bedeute: ,,In iieser Urne ist j b de Hugel rot und jeder Würfel 
schwarz.“ 

y bedeute: ,, Diese Hugel befindet sich in dieser UmB." 

z bedeute: „Diese Kuggl ist rot." 

Endlich ist noch 

[x = 2/] c [x C y] und [x = y] C [t/ C x] |III j) 

unter die logischen Grundformen aufzunehmen. 

SiB besagt, dafi, wenn x uni y |in bestimmter Beziehung nicht 
verschieden, das heifit) isolog sind, mit x immer auch y und um- 
gekehrt mit y immer auch x als unabweisbare TatsacliB anzunehmen 
ist. Dies ist BVÜBnt, wenn ,,isolDg‘‘ einfach ,,nicht verschieden" 
bedeutet. In jedem andern Falla beschrankt dieses Grundgesetz 
die Anwendung dea Ausdrucks ,, isolog" oder des Ausdrucks „folgt". 
Wenn wir Dinge ala in bestimmter BBziBhung nicht verschieden be- 
trachten, ao sehn wir eben von gBwissen Eigenschaften ab, und es 
kann, wenn dies geschieht, ,,x , also y " seine Evidenz verlieren. In 
solchen Fàllen wird es unstatthaft scheinen, von Isologie zu sprechen, 
und wir konnen übereinkommen, dann überhaupt nicht mehr von 
Isologie zu sprechen, sondern für die Relation zwischen x und y einen 
andern Namen und ein anderes Zeichen zu gebrauchen. EbenSD konnen 
wir aber auch den Sinn, Namen und Zeichen der Implikation andern, 
indem wir für die so erhaltenB Relation zwischen x und y b b en an- 
nehmen, dafi dieser gemàfi nicht ,,x, also y " gilt; sondern statt dessen, 
dafi es ein mit x isologes Ding gibt |eben y), aus dem y „folgt". 

Beide Annahmen sind statthaft; sie führen aber über dBn Denk- 
bereich der reinen Logik hinaus und sollen jetzt nicht weiter verfolgt 
werden. Offenbar genügt es hier, fBStzusetzen, dafi, wenn wir von 
überhaupt nicht verschiedenen Dingen zu in bestimmter Beziehung 


1 Man kann und darf disse logischBn Formen nicht mit dem hypothBtisohen 
Syliügismus verwBchseln. Offenbar folgt hier aus x durchaus nient y. 
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nicht verschiedenen Dingen übergehen, dieSB Beziehungen SDlche sind, 
daB die Evidenz des ,,Folgems M nicht verloren geht. Wâre dies 
auch niemals der Fall, so bliebe für unsere Betrachtungen noch 
immer der Fall erlialten, wo ,,isDlog“ eben ,, nicht verschieden' 1 
bedeutet. 

B. Sobald der Verknüpfungsbegriff ,,also", sd wie es eben ge- 
schehen, als „Implikation" in den logischen Grrundformen |IIIa — j) 
formalisiert ist, und wir es eben in der FolgB nur mit diesen zu tun 
haben, ist die den entspre ch en den logischen Grundgesetzen anhaftende 
erkenntnistheoretische Anschauung, auch wenn sie „richtig M ist, eli- 
miniert; es werden nur jene Eléments dieser Anschauung benutzt, 
die in den Grrundformen zum Ausdruck gelangen. Dafl aber dieses 
wirklich anges chaute Bild unsres logischen Denkens durchweg ein 
genaues ist, d. h. dafl die aus diesen Formen erzeugten („transzen- 
denten“) Denkgesetze si ch mit dem decken, was wir aus der 
Schullogik wissen, ist wohl nicht notwendig, aber „zweckinàfiig‘'. 
Unsere ganzen Betrachtungen sind docli darauf gerichtét, unser 
,,logisches“ Denken zu beschreiben, und verlüren jeden ,,Nutzen“, 
sobald zwischen beiden irgend welche Abweichungen sich zeigen 
wiirden! 

Dies wird besonders erwiihnt, weil eine oberflâchliche Vergleichung 
leicht zu dem Irrtume führt, daB solchB Abweichungen vorkommen 
konnen. Ich setze dieSQ Fâlle in einigen Zeilen weiter auseinander; 
um so mehr, als die „IntBrpretatiun" dieser Falle auch an sich von 
Wichtigkeit ist. Wir haben festgesetzt, daB, sobald es sich nicht um 
Erlebnisse, sondern um ,,erzeugte“ Dinge handelt, für die Dinge 
immer die Erzeugung der Dinge zu setzen ist. So wird, wenn x und 
y Zeichen erzeugter Dinge sind, die Interprétation von x C \x 4- y] 
ergeben: „Wenn das Erlebnis der Erzeugung von x unabweisbare 
Tatsache ist, wird auch das Erlebnis der Erzeugung von x oder das 
Erlebnis der Erzeugung von y unabweisbare Tatsache sein". Wir 
würden nicht so interpretieren, wie es festgesetzt ist, wenn wir statt 
dessen folgenden Satz bzw. folgendes Gesetz feststellen wollten: 
„Wenn das Erlebnis der Erzeugung von x unabweisbare Tatsache 
ist, wird auch das Erlebnis der Erzeugung von ,x Dder y ‘ eine unab- 
weisbarB Tatsache , ‘. Das ware unserem Denken unertràglich, d. h. 
jjfalsch 11 ; aber auch nicht die festgesetzte Interprétation. 

Man überzeugt sich leicht, dafl auch in diesen „komplizierterBn ,, f 
d. h. weniger gewohnten Fàllen diB Interprétation der Formen 
(Ilia— j) VDn unserem logischen Denken als richtig anerkanntB Sàtze 
liefert. 




7. À quipullenx. 8. Die Formalùierung des Wahrheitsbegriffes. 81 


AquipDlIenz. 

7. Die Yerhnüpfung: ,,A, alsD B “ uni ,,B, alsD A " iat offenbar 
nichta Ursprüngliches, sondem durch die Verknüpfung von Erleb- 
nissen entatanden, die selbst Verknüpfung en aind. Wir werden also 
in dieaBm Falle gewiB zu kBinem nBuen logiscliBn GrrundbBgriffe ge- 
führt. WBnn wir in dieaem Falle die Verknüpfung von A und B 
trotzdem dureh ein neues Zeichen, dasZeichen der À quip ollenz aus- 
drücken, und entsprechend 

x i=) y 

schreiben, sd wàre es prinzipiell am richtigsten, festzustellen, daB 
damit nur eine Abbreviatur gemeint iat, und wo wir x i=> y aehen, 
dafür immer \x C y) X [y C x) zu aetzen |eigentlich zu aehen) aei. 
Da aber damit gesagt ist, daB die diesen Zeichen entsprechendBn 
N amen dasaelbe Erlebnia bedeuten, konnen wir disse Festsetzung 
selbst in der logis chen Form 

[* i=) y ] = [(x C y) X [y c a:)] |IV) 

formalisieren, und dieaB geradezu als ^Définition 1 * der Àquipollenz 
bezeichnen. 

Die Einführung der Âquipollenz ist demnach prinzipiell ganz 
überflüssig; sie làBt aber für vieb logischB Denkvorgânge eine um 
soviel kürzerB und doch ebenSD klare Beschreibung zu, daB es schade 
wàre, auf diesea Mittel der Darstellung zu verzichten. 

Dis Formalisiarung des WahrheltsbBgriffBs. 

8. Die Klippe de3 erkenntnistheoretischen Wahrheitabegriffa zu 
umschiffen ist die suhwierigstB, aber auch fruohtbarste Aufgabe in 
der Formalisierung der logischen Grundbegriffe. 

Um von ganz bestimmtBn Anschauungen auszugehBn, aei A ein 
unabweisbares, B ein unannehmbares Erlebnia. Wir wollen nun 
eine Tafel mit Biner n-HolumnB und einer n'-Holumne bilden und A 
nur in diB n-Kolumne, B nur in die o'-KolumnB aufnehmen |Ich kann 
und will den Gesichtaeindruck dieser Tafel erzeugen). 

I. 

b | d' 

~A | B 

Die Anschauung dieaer Tafel erzeugt in mir die Vorstellung ge- 
wisaer unabweiabarer Tatsachen: 


KO ni g, Mengenlehre. 
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A steht in der u-Kolumne, B steht in der n'-Kolumne. 

Und ebenso die Vorstellung der unannehmbaren Tatsachen: 

A stBht in der o'-Kolumne, B steht in der n-Kolumne. 

Für dieae Erlebnisse führen wir als kurze, unmittelbar verstandliche 
Zeichen die fDlgenden ein: 

A • — * d , B — • v' 

A — v', B — o. 

Wir erweitem unsere Tafel durch Aufnahme dieSBr neuBn un- 
abweisbaren bzw. unannehmbarBn Tatsachen: 


II. 


b 

b' 

A 

B 

A^b 

A^~ b' 

B— b’ 

B — b 


und wiederholen dies, was wohl ohne nochmaligB Erlauterung gB- 
schehen kann: 


III. 


b 

b' 

A 

B 

A— b 

A — b' 

B — b' 

B— b 

[A — b) — b 

|^4 — b') — b 

[B — b') — b 

b)— b 

\A — b') — b' 

j^4— d) — b' 

\B — b) — b' 

|B—b') — b' 


Wir konnten nun ebensogut eine Tafel IV konstruieren , und 
die dabei hinzugekommenen Aussagen wàren auch neu; denn sie 
beziehen sich auf der Tafel III entnDmmene neue AnschauungBn. 
Das bisherigB genügt aber, wenn wir unserem ZweckB BntsprechBnd 
die zu A — u und B — n' bisher hinzugekDmmBnen Aussagen nur als 
neue Namen dieser Aussagen selbst benützen WDÜBn. 

Wenn x das Zeichen eines bisherigen Erlebnisses, o und ü' die 
bisher benützten „WBrtzBichBn“ und die Verknüpfung von x mit 
D odBr n' durch — bezeichnet wird, ergeben sich für diBSe Namen- 
gebung die fDlgenden lDgischen Formen: 




S — 9. Die Form alixi erung d&a Wahrh ei tsb zgrijfto . 83 


(Va) 

O — o) — d'] = [x — o'] (Vb) 

[ [x — o') — o] = [z — o'] (Vc) 

[|z — o') — o'] = [as — n] |Vd) 


Diese gehen ebenso wie früher in logischB Grrunilaütze uni 
logiache Grundgesetze über. Waa diese bedButen sollen, wird genau 
erst spâter (Art. 1D) fixiert werden. Vorlâufig wollen wir statt ,,in 
der o- bzw. o'-Holumne stehen" nicht, wie wir diea in atrenger 
Dbservanz tun müfiten, ,,den o-Wert bzw. den n'-Wert besitzen* 4 
sagen, sondern die Pràdikate ,,in unaerer Wertetafel wahr 1 * und 
,,in unaBrer Wertetafel falach" benützen. ,,Ea iat i. u. W. falâch, 
daB x i. u. W. wahr iat “ sagt das3Blbe wie: ,,x iat i. u. W. falach 11 
uaw. 1 Dabei mag noch besonders betont werden, dafl in dieaen 
logischen Eormen x , wiB ea sein mufi, daa Zeichen einea ganz belie- 
bigen Erlebnisaea aein kann. Di b Beschrankung auf in die 
Tafel aufgenommene unabwBiabarB uder unannehmbare 
ErlBbniaae iat ganz weggBfallen. Waa in den Form Bn |Va — d) 
auf beiden Seiten des Zeichena = ateht, erzeugt in uns diB Voratellung 
deaselben Erlebniaaea, auch wenn diesea Erlebnia, wbÜ der durch 
x bezeichnete Namen in unserer Tafel nicht vorhanden ist, überhaupt 
nicht zustandB kommen kann. Ea kann eben Erlebnisae geben, die 
„in unarer Wertetafel* 1 weder wahr no ch fais ch sind. 

9. Die Wertetafel, deren Honstruktion in Art. 9 erlàutert wurde, 
kann erweitert werden, vur allBm in der Weise, dafl nicht bloB daa unab- 
weisbare Erlebnia A und da3 unannehmbare Erlebnia B, aondern davon 
verschiedene, C, D uaw., in die Tafel aufgenommen werden. Diese 
Erweiterung biBtet aber für unaere jBtzigB Abaicht nichta Neues. Wir 
wollen und kônnBn aber nun feataetzen, dafl mit dBn Erlebniaaen 
E und F auch die ErlBbniaa b E i F und E -f F in die Tafel 
aufgenommen werden aollBn. Der dieaen ErlBbniaaen zuzu- 
schreibBnde Wert (o oder ü') wird wohl rein formai bestimmt; aber 


1 DaB mit dem Erlebnia „A ist wahr 11 eine ,,unBndlichB“ Progression von 
WahrhBits-ErlBbniBsen entsteht [Es iat wahr, daB A wahr iBt uaw.), iat bûib in dBr 
Schullogik und ErkenntniatheoriB viBlfaoh untersuchte Tatsache. Die ao ent- 
stehenden Erlebniaae A', A " uaw., haben gewifl verachiedenen Inhalt. Aber 
disse Inhalte ala voneinander unabh&ngig anzu$ehen, wëxe ein Irrtum. Der 
erste Satz Bagt am meiaten. Er „Bnthfilt“ diB folgendan. Die Voratellung von 
„A iat wahr“ fordart zù ihrer Erzeugung durqhaus nicht, daB auoh „Es iat wahr, 
daB A wahr iat“ vorgeatellt werde uaw. In interesaanter Weiss hat Lewis Darr ull 
|What the Tortoiae aaid to AohillBS, Mind, N. S. Vol. IV. 1805, 5, 27B) diesea 
, .logiache Paradoxon" formuliert. 

B* 
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die Regel, die Anweisung, wie das zu geschehen hat, wird dadurch 
gegeben sein, daB wir den Inhalt ier folgenden Betrachtungen for- 
malisieren wollen: 

E ist ein entweder unabweisbares oder unannehmbares Erlebnis. 
Ebenso F. „E und F tl |„die Kugel ist Schwarz und der Würfel ist 
weiB“) ist unannehmbar, sobald au ch nur E unannehmbar, ebenso, 
wenn auch nur F unannehmbar; aber unabweisbar, wenn E sowohl 
wie F unabweisbar ist. „E oder F“ ist unabweisbar, sobald auch 
nur E unabweisbar, ebenso wenn auch nur F unabweisbar; aber un- 
annehmbar, wenn E SDwohl wiB F unannehmbar ist. 

DementsprechBnd bilden wir die logis ch en Brun df ormen : 


[|x X y)~ d] s [|x — d) x \y~ d)] |V b) 

[I* X = [(*-»•) * \y — »’)] IV f) 

[|* + »)-•]* [(*-») + ly-»>)] |Vg) 

[I* -f 2/)-o'] = [|s~»') x — «OD |Vh) 


und überzeugen uns dur ch die Anschauung, dafl der "Übergang zu 
den entsprechenden logis chen Grundsàtzen und GrundgesetzBn so ge- 
schieht, wiB es unser Wunsch war. 

DabBi ist die Bemerkung, daB in diesen Grrundformen x sowie y 
Zeichen beliebiger Erlebnisse sein kônnen, vom EndB des Art. B zu 
wiederholen, 

Zur Einübung wird es angezeigt sein, die entsprechenden Grund- 
gesetze auch auszusprschen. So wird z. B. aus |Vh): „Das mit 
x -f y bBzeichnete Erlebnis ist i. u. W. falsch“ ist der Bedeutung 
nach nicht verschieden von: ,,Das durch x bezeichnete Erlebnis ist 
i. u. W. falsch, und das durch y bezeichnetB Erlebnis ist i. u. W. 
falsch“. 

Noch eine prinzipielle Bemerkung. DaB mit E und F auch E ^ F 
und E X F in die Tafel aufgenommen werde, war eine willkürlichB, 
aber von nun ab f estzuhalten de Festsetzung, die damit zur 
unabweisbaren Tatsache geworden ist, Ebenso willkürlich, aber von 
nun ab unverânderlich sind die Formen |V b — h) und die mit diesen 
verbundene Anweisung, in welchB Kolumne E -f- F bzw. E X F auf- 
zunehmen ist. Bei unsrer analytischen Yorbereitung hat unstreitig 
diB logischB Funktion des SchlieBens einB Rolle gespielt. Die Synthesis 
der Formen ist so geschehen, daB siB für gewisSB Zwecke brauchbar 
sei. Aber das beachten wir nicht weiter. Sis sind so gBwâhlt, das 
ist ein für allemal geschehen, und ihre Interprétation liefert „richtige“ 
logische Gesetze. 

Sullten nun nicht auch solche F ests etzungen an- 
gebracht sein, nach denen, wenn das Erlebnis E X F 
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oder auch E 4- F 1 in üb Tafül aufgBnommBn ist, auch E 
bzw. F nach bestimmtBn Regeln in die TafBl aufgenom- 
men werden soll en ? Da es sich nur um einB analytische Vor- 
bereitung handelt, darf ich aufrichtig sein und brauchB die AnwBn- 
dung des ^SchlieBens 44 auch formell nicht zu Bliminieren. DaB einB 
solchB Festsetzung in gewissen Fàllen gar keine Beschreibung der 
logischen Denkvorgange liefem kann, ist leicht einzusehBn. Wàre 
z. B. \x X y) — o', sd wüfitBn wir nach (Vf) nur, daB x in der u'- 
Kolumne steht, oder y in dBr n'-Kolumne steht. EinB Festsetzung 
würde alsD etwas enfchalten, was gar nicht aus x X y — n' J ,fDlgt ,, . 
AbBr auch dort, wo BinB solche Festsetzung môglich ist, wàrB siB hier 
noch nicht am Platze. Das durch (x X y) — D bezeichnete ErlBbnis 
ist nach |Ve) nicht verschieden von dein Erlebnisse, das durch 
|ic — ^ tl) X | y — o) bezeichnet wird. DaB aber dann auch x — v für 
sich in die Tafel aufgenuminen werden soll, ist einB logiscliB „De- 
duktion 41 und künnte durch eine ImplikatiDn ausgedrückt werden. 
Dies soll nicht geschehen; nicht sd sehr wegen des subtibn Unter- 
schiedes, der zwischen der angezogcnen TatsachB einerseits und dem 
sd erhaltenen logischen GrBSetzB anderseits besteht, SDndem vor allem, 
weil dieSB selbstàndigen Festsetzungen überflüssig sind. Die For- 
malisiBrung der logischen Deduktion wird dieSB Lücke 
in natürlichBr Weise au3füllBn. 

10 . Wenn auch grundsàtzlich auf diBSen Blàttern ausschlieBlich 
mit den exakten Wissenschaften entlehnten MethodBn ausgefiihrte 
Beobachtungen gswisser DenkvorgàngB vorgetragen werden SDllen, 
ist es doch, um die grobsten MiBverstândnissB zu vermeiden, WDhl 
angezeigt, auf dBn Wahrheit3begriff einBn Augenblick nàher einzu- 
gehen. 

Wenn ich erklàre, dafl ich A für wahr halte, sd konstatierB ich 
damit nur Binen gewissen Zustand meines BewuBtseins, ein GrBfühl, 
das diB Yorstellung von A in meinern BBWufltsein begleitet; und zwar 
ist diB Verknüpfung der Yorstellung mit diesem , > WahrhBitsgefühle ,, 
wieder von dem GrBfühh dBr Notwendigkeit begleitet. Ich „muB“ 
A für wahr halten. Ich habB A in bestimmter WeiSB gBwertet, 
dem A dBn WahrhBitswBrt zugBSchrieben. 1 Darin ist, dem be- 
nützten WortB entsprechend, auch diB MetaphBr BinBr Billigung ent- 
halten; aber durchaus noch nicht, daB ich A billige, „WBil“ A wahr ist. 

DiBSe Wertung des A beziBht sich aber offenbar auf Binen ganz 
bestimmten BewuBtseinszustand. OlmB auf das inetaphysischB Pro- 

1 Stehe die tiefgehBnda Darstellung von Windelband: „Pr&ludiBn“ 
ITübingeu, II. Aufl., 1903) S. 30 ff. 
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blem einzugehen, oh aus der Vorstellung eines Erlebnisses daa Er- 
leben aelbst wirklich ausgeschaltet werden kann, wird wohl aines zu- 
gestanden werden. In meiner Behauptung „A isfc wahr" iat mein 
vDller Bewufltseinsinhalt in gehBimnisvDller Weiss mitenthalten. A iat 
für mi ch wahr. Wie dies zu verstehen iat, kann ein einfaches Bei- 
spiel zeigen. 

Ich weifl, dafl Peter mit einem bestimmten Zuge nach Wien 
reiste. Ich befragB daa Hursbuch usw. UntBr bestimmten Unistanden 
wird dann die Aussage: ,, Peter trifft morgen früh sécha Uhr in Wien 
ein“ für mich wahr sein, wenn ich namlich an gBwiase mbgliche Hinder- 
nisse gar nicht denke. In dem Augenblicke aber, wo ich die Tat- 
sache, daB dis Züge si ch mân chinai verspiiten, in meinpn Bewufit- 
seinsinhalt aufgenümmen habe, hat jener Satz aufgehort, für mich 
wahr zu sein, ohne aber deshalb — im gewühnlichen SinnB dea Wortes 
— fais ch geworden zu sein. 

Oder in einem ,,wissenschaftlichen“ BeispielB. Ein BewuBtsein, 
in dem daa Parallelenaxiom als unabweisbare Tatsache festgehalten 
ist, hait den Satz, daB die Winkelsumme j ed.es Dreiecka 2 R iat, für 
wahr; ein BewuBtsein, das diese Tatsache nicht kennt (weder als 
unabweisbar, noch ala unannehmbar), hait den Satz nicht für „wahr“. 

An die S belle dea „absolut-wahren“ darf aber nicht daa grob- 
empirische ,,wahr für inich“ gesetzt werden. Ich muB den BewuBt- 
seinszustand, auf den sich das ,,wahr für mich" bezieht, genau bE- 
schreiben konnen und gelange dann zu dein Wahrheitswerte, der 
Gegenstand der logischen Beobachtung ist. 

Das methodische Hilfsmittel dieser Beschreibung ist 
die Einführung eines bestimmten Denkbereichs im SinnB 
von Kap. II, Art. 1, mit der weiteren Festsetzung, daB die 
ErlBbnisse, die dem Denkbereiche angehoren — und nur 
diBSe — als unabweisbare Tatsachen gBlten sollen. DiesB 
Eestsetzung selbst wird nach unsem Abmachungen als Involution 
zur Beschreibung des Denkbereichs beitragen. SolltB das Erlebnis X 
dem Denkbereiche angehoren, sd sdII auch das Erlebnis, daB X eine 
unabweisbare Tatsache ist, dem Denkbereiche angehoren. Dder, in- 
dem wir die eben konstruierte Tafel der unabweisbaren Tatsachen 
benützen: X involviert, daB X den u-Wert (oder Wahr- 
heitswert) besitzt oder auch, dafl X „in unserem Denk- 
berBichB wahr“ ist. Mit Benützung der Bingeführten Bezeich- 
nungsweise: 

X inv. [X~o]. 

Für ein Erlebnis Z, das dem Denkbereiche nicht angehürt, 
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kann es vorkommen, daB dus Erlebnis ,JZ ist eine unannehmbare Tat- 
sache“ iem Denkbereiche angehürt. DieSes Erlebnis bezeichnen wir 
dur ch 

d.h. Z besitzt den o'-Wert joder Fais chhei tswert) oder 
auch Z ist „in unserem Denkbereiche falsch 11 . 

Es kann aber auch dieses Erlebnis Z ü' dem Denk- 
bereiche nicht angehbren; dann wird eben von Z nichts 
behauptet, weder daB es wahr, n o ch daB es fais ch ist. 
Das Erlebnis ist aus unsgrem BewuBtsein ausgeschaltet und darf in 
diesem Sinne, soweit wir uns auf jenen bestimmten BewuBtseins- 
zustand, auf den Denkbereich beziehen, ebenso wenig als wahr wie 
als falsch angenommen werden. 1 Es ,,ist‘ 1 überhaupt nicht, wie das 
Parallelenaxiüm in dem früher angezogenen Beispiele. 

S ch on diese ers te Sonderung zeigt, dafl „Z gehort dem Denk- 
bereiche nicht an" und daB ,,Z ist eine unannehmbare Tatsache, ist 
pin dem Denkbereiche angehorendes Erlebnis" sehr verschiedene Er- 
lebnissB sind, deren Verwechslung zu schweren Irrtüinem führen kann 
und auch geführt hat. 

Den so konstruierten Denkbereich wollen wir nun auch Wahr- 
heitsbereich nennen; wobei selbstverstandlich wie früher die Über- 
zeugung gewonnen werden mufl, daB er die GrundnDrin unsres Denkens 
nicht verletzt, d.h. nicht ,,unmoglich" ist. Das ist nicht der Fall, 


1 Ein Denkbertûch, dem jades Erlebnis als unabweisbare oder unannehm- 
barB Tatsache angehbrt, würda das „absolut Wahre“ definieren. Ein solcher 
scheint mir „unmôglioh Aber ohne auf übsb Brkenntnistheoretische Fr âge 
hiBr n&hBr einzugehen, ist bs jedenfalls klar, dafl, wsnn dieSBr müglich ist, Br in 
der obigen BBSuhreibung mitbBhandelb wird. jBdBnfalls ist dBr hier gegsbene 
Wahrheitsbegriff viel pr&ziser und gestattet Bine exakte methodische Beschrei- 
bung. lu h halte bs für den fundamentalen Fehler der AlgBbra der Logik, dafl 
sie durchwBg WahrhBits- und FalsuhheitswBrte annimmt, was direkt zu Irr- 
tümem fiihrt |siehe Kap. V, Art. H). 

Ich môchte hiBr zugleÎBh bemerken, dafl die Formalisierung der reinBn 
Logik, wie sie hier begonnen und im nicha ten Kapitel durchgeführt wird, durch- 
aus nichts mit der Algebra dBr Logik zu tun hat, trotz der aufleren ÂhnhchkBit 
in der Benutzung von ^Formeln". Dîb Algebra der Logik drückt unser logisches 
Denken in einer symboliscliBn und vielfach praziseren Fassung aus, die sich 
darum für VBrwickelte Fille gut signet und neue RBSultate Brreichen kann, ohne 
aber wirklioh neue DenkmBthoden zu Uefem; und auch ohne uns vor den 
Irrtümem zu bewahren, die das logische DenkBn in seinBr gBWohnlichen sprach- 
lichen Gestalt begleiten oder wenigstens begleiten künnen. 

Die TheoriB der lagisohBn F ormen ist ein neues, von dBr Sohullogik vüUig 
unabhingigss Anschauungsgebi Bt, das sich sa dann als gBnaues Bild der Ge- 
aetze des lDgisohen DenkBns Brweist, genau so, wie die DiffBrential- 
gleichungen der MBchanik ein genaues Bild gewisser Bewegungen Uefem. Eben 
dadurch ist sis imstande, wesentbch neue Resultate zu Uefern, wie siuh dies ins- 
besondere für die Problème der WiderspruchslDsigkeit ergeben wird. 
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WBnn die Erlebnisss X — 1> und X — ü' beidB dem DBnkbereiche 
angehSren. Es sind dies verschiedenB ErlebnissB, dis beidB dBm 
DenkberBichB angehbren kbnnen, In diesem F ail a würdB bBi Kon- 
straierung der Tafel (Art. B d. K.) X in die o-Kolumne und auch in 
die D'-Kolumne gehoren, X als unannBhmbarB und unabweisbarB 
TatsachB gesetzt werden müssBn. Di bs soll ausgBS chl osa an 
werden. Es ist diss büib DBnknDrm, üb mit dBr Grrundnorm unsrBa 
Denkens erkenntnistheoretisch wDhl gsnau zusammBnhàngt 1 , abBr für 
uns fDrmBll von dieser unabhângig ist. Es ist dies die Denknorm 
der Widerspruchlosigkeit. Ein WahrheitsbBreich, der diBSe 
Nûrm verletzt, wird für uns „unmbgliDh", d. h. Br soll ausgBS chloss en 
werden. 

Dadurch entsteht das Problem, für einen WahrheitsberBiDh zu 
entscheiden, ob er der DBnknDrm der WidBrspruchlosigkeit Bnt- 
spricht, in welchBin Falla wir den WahrheitsbBreich als exaktBn 
oder widerspruchlDS Bn WahrheitsbBreich bezeicluiBn wolbn. 

ll.Damitist diB Formalisierung dBS WahrhBitsbBgriffs 
für unser logis ch es Den ken in pràziser Form geschehen, und 
insbesondere auch gsnau fastgestellt, wiB diB IntBrpretation der 
Formen wieder zu logisohBn &rundsatzen und Grrundgesetzen führt. 

Insofem wir ausschlieBlich die durch diB Iogischen GrrundformBn 
(Va — h) gegebenB Anachauung benützen, denken wir ^urinai", ohnB 
von der vollen Anschauung des Wahrheitsbegriffes, auch in der jBtzt 
entwickelten genaueren Fassung, Gebrauch zu machen. Bei der Inter- 
prétation in den entsprechendBn Satzen ist für x — ü bzw. x — ü' zu 
setzen: „x ist in unserem WahrhBit3bBreiche wahr bzw. falsch" und 
in den entsprecliBnden GrrundgBsetzen bzw. x — v' ebenso 

zu , J verstBhBn“. 

Auch hier ist, sobald bs sich um Dinge handelt, diB nicht Erleb- 
nisse sind, immer für das Ding das Erlebnis der Erzeugung des Dinges 
zu setzen. „Der Fegasus ist wahr" odBr ,,die a-Mangy aller Dinge 
ist wahr bzw. fais ch" sind dann aller dings SBhr ungBWDhnte Aus- 
drücke; siB sagen abBr nur, daB diB VorstBllung des PBgasus oder 
jener a-MBnge „BrzBUgt‘ > wurde, und dafl dieSB Erzeugung in unser 
Denken als unabwBisbarB üder unannehmbare Tatsache Bingeht. 


1 Dieser ZusammBnhang würdB z. B. durch BÎn neu einzuführendea An 
b chauungsgesetz gesohaffen: ,, J büb unabwsisbare Tatsache ist von jeder unan 
nehmbaren Tatsache VBrsuhieden“. Dffenbar kann aber auch disses Anschauungs 

gesetz sich nuT auf einen bestimmten Bewuütseinszustand beziehen. Eine Tat 
saohe kann das ninn Mal als unabweisbar, das andere Mal als iii»«-nnRl , iiïi h«.r (l er 
Bcheinen“. Sa in dem allerdings ganz rohen Beispiele: „Die Erde bewegt Bioh 11 
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Dffenbar ist dies der genauB Sinn der gBbràuchlichen Ausaagen, in 
denBn wir jBiiBn Dingen, dam PBgaaus oder auch der a-MBngB aller 
DingBj ,,logiache Exiatenz" zuschreiben, odBr abBr dieae logiache 
Exiatenz leugnen . 1 Wir benützen dann, wieder in genauem Anachluase 
an gewohntB AnachauungBn, den Auadruck „logischB Exiatenz ' 1 auch 
bai Erlebniaaen, diB dsm betrachtetBn WahrheitaberBichB angehoren, 
wsnn daa Erlebnis in dem gBbrauchten Sinne ,,wahr" iat. 

Dabei aetzBn wir abBr immar achon voraua, d a 13 
dBr dBfiniBrte WahrhBitabBrBich widerspruchlos iat, d. h. 
der DBnknorm dBr Wi d erapru chloaigkBit genügt . 2 


Zeichen und Formen. 

12. In unseren bisherigen Betrachtungen wurdB einB ReihB von 
„Zeichen“, inabeaonderB diB logiachen Grundformen eingeführt. Diese 
aind für una bia jetzt einfach GresichtaeindrückB, AggregatB von Buch- 
atabBn und anderen Schriftaymbolen, diB, voneinander verachieden, 
eben ala Zeichen für dÎB verachiedenen logiachen Grundgesetze 
dienen kijnnen und aollen. Bei den ferneren Entwicklungen werden 
immer mehr und mehr aol ch b Zeichen einzuführen 3bûi. Um einer- 
aeita einen guten Überblick zu erhalten, und um anderaeita daa 
Weaentliche vom Unweaentlichen aondem zu konnen, wobei schliefi- 
lich der Geai chtsein dru ck der Zeichen ganz auageachaltet wird, werden 
dieaen zu benützBndBn Zeichen wieder Namen beigBlegt. |DiB Zeichen 
aind augBnblicklich für una noch GeaichtSBindrückB, d. h. Erlebniaae.) 
In atrengBr Obaervanz müflben und konntBn wir zuerat diB in dieaem 
BuchB auftretenden ZBichBn hinachrBibBn und bei jedBm einzelnen be- 
mBrken, WBlche Namen wir ihnBn beilegen woÜBn. WBnn diBRBdewen- 
dungen, waawiruna der ÜberaichtlichkBit und BBquemlichkeit wegen 
erlauben, auch den Eindruck Biner EintBilung, Klaaaifikation machBn, 
wird bs dBm Leaer nicht achwer fallen, Binzuaehen, dafl jedea solchB 


1 Offenbar aind bei de Fëlle verachioden davon, daû jBnes Erzeugunga- 
erlBbnifl ganz auageachaltet ist, und unserem Wahrheitabereiche weder ala unab- 
weiabare, noch ala unannehmbare Tataaohe, d. h. überhaupt nicht angehûrt. 
Di b Erzeugung tritt dann nicht in unaer Bewuûtaein; wir haben mit ihr überhaupt 
niohts zu tun. 

1 Ea ma g sogleioh bemerkt werden, daû ,,die Widerapruch- 
loaigkeit 11 , mit der wir ea zu tun haben, noch einer erat apüter 
einzuführenden Forderung. genügen muû. Wir fühlen una Brat 
duroh die ,,lugisohe WidBrBpruchloaigkeit" befriBdigt, wenn n&m- 
lioh die ErlebniaaB dea Wahrh BitabBreioha auch „durch logisohe 
Deduktion 1 ' keinen WidBrapruch ergeben. Einen aolchen DBnk- 
beraieh werden wir ala wi d srapruehloaen |exakten) logiachen Wahr- 
heitabereioh bBZeiohnBn. 
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Moment — allerdings in auBerordentlich WBitschweifiger WeisB — 
vermieden werden konnte. 

Damit erhalten aber diese Zeichen einB ganz neue fundamentalB 
Bedeutung. Wir erhalten in bezug auf diB einzelnen Zeichen endliche 
Denkbereiche, und zwar sind die dem Denkbereiche angehorenden 
ErlebnissB diB Festsetzungen, mit denen dem betreffenden Zeichen 
gewisse Namen beigelegt werden. Indem wir uns auf diesen Denk- 
bereich beschrànken, wird jedB anderB Eigenschaft des Zeichens aus- 
geschaltet, und der Denkbereich defini ert, erzeugt — wie in den àhn- 
lichen Fâllen des II. Hapitels — ein neues, adjungiertes Ding. In 
dieser wesentlich neuen Bedeutung werden unsere Zeichen eigentlich 
erst jetzt eingeführt und SDllen vorlàufig Zei chenf ormen |spàter 
nur F ormen) genannt werden. 1 

„ Ein fa elle Zei chenf ormen" sollen dio folgenden genannt 
werden: 

a) die Stellenzeichen oder leeren DingzeichBn, von denen 
nur festgesetzt ist, dafi sie Eigennamen irgend eines Dinges sind, wo 
die Bestimmung, welches Ding ein solches Stellenzeichen bBZBichnBt, 
wenn einmal getroffen, aufrecht erhalten wird, aber sonst beliebig 
ist und bei verschiedenen Denkvorgàngen auch vBrschieden sein kann. 
Dffenbar kornmt es nur darauf an, die verschiedenen Stellenzeichen 
auch als verschieden zu erkennen. Und nur dieses wird bezweckt, wenn 
wir weiter abmachen, dafi in erster Reihe die Buchstaben x, y, z 
und ahnlichB als Stellenzeichen zu verwenden sind. 

b) die vollen Dingzeichen (kurz auch Dingzeichen), die Eigen- 
namen irgendeines ein für allemal bestimmten Dinges sind. Für diese 
werden wir in erster Beihe die Buchstaben a, b, c und ahnlichB ver- 
wenden. 

Ein voiles DingzeichBn ist z. B. das Buchstabenaggregat : „DiB 
Sonne scheint" als Zeichen für den Namen des entsprechBnden Erleb- 
nisses. Dieses Beispiel soll zugleich darauf hinweisen, dafi der Aus- 
druck „einfach" nicht geradB die Einfachheit des betreffendBn Schrift- 
symbols bedeuten soll; obwohl natürlicherweise diB Wahl des Wortes 
mit der in der Praxis gesuchten moglichsten Einfachheit des ZBichBns 
zusammenhangt. 

Die leeren und vollen Dingzeichen entsprechen den Yariabeln 
und Konstanten der Mathematik. 


1 Warum wir zuerst „ Zei chenf ormen “ und sp&ter ,,Furmen !< sagen müsfien, 
wird in Art. IB klargestellt werden. 
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13. Um die Beschreibung der ,,zusammengesetzten" ZeichBn- 
formen leichter verstàndlich zu machen, wird es bei ihrer UngBWohnt- 
heit angezeigt sein ein Beispiel vorauszuschicken. Wir wollen als 
sol ch es das Zeichen 

x = y 

betrachten; mit Bücksicht auf da3 Vorkommen von = wollen wir 
dieseS Zeichen Iaologie nennen |, , Hauptname") und ihm weiter 
die Namen beilegen „als eraten Teil x enthaltend" und auch „als 
zweiten Teil y enthaltend" (,, Teilnamen"). Ea klingt sonderbar, 
daB wir hier nicht VDn Eigenschaften, sondem von Nominationen 
sprechBn. Ea iat diea aber gerade sprachlich aehr wichtig, demi wir 
wollen eben den Gresichtseindruck des x = y ganz ausschalten, und 
statt deasen geradezu ein Ding definieren, daa die Namen „l3DlogiB", 
„als eraten Teil x enthaltend", „als zweiten Teil y enthaltend" führt, 
und durch diese Erlebnisse VDllstàndig definiert iat. Ea wird offenbar 
sehr beijuem sein, auch jetzt von der Zeichenform x = y zu aprechen, 
d.h. x = y als Zeichen dieser Zeichenform zu benützen; wir dürfen 
und sullen aber auch bei dieser saloppen Ausdruckaweise una nur daa 
durch jenen Denkbereich definierte, erzeugte Ding voratellen. Wir 
konnten genau genommen für dieses Ding irgend ein Zeichen, z. B. 
u C u benützen, was aber offenbar sehr unzweckmàBig wâre, wàhrend 
bei der Benützung von x = y sich die bei der Bildung des Zeichens 
benützten Anscliauungen ergeben, die für uns aber nur — allerdinga 
als solche sehr wichtige — mnemoteclmische Behelfe sind. 

Wir konnen nun im weiteren kurz verfahren: 

„Zus ammengesetzte Zeichenf ormen" sollen die folgenden 
genannt werden. 

a) die Belationalf ormen, wie 

dielsologie (Hauptname), ala ersten Teil x, als zwBi- 
ten Teil y enthaltend (Teilnamen) (a; = y ), 
die Implikation (Hauptname), als ersten Teil x, ala 
zweiten Teil y enthaltend (Teilnamen) (x C i/), 
dis Àquipollenz (Hauptname) als ersten Teil x, ala 
zweiten Teil y enthaltBnd (Teilnamen) |xi=)i/). 
die Formen der Mengenrelationen |Hauptname) als 
ersten Teil x, als zweiten Teil y enthaltend 
|Teilnamen) |x elem. 0 y, x elem .^y, u. a.), 
die Or dnungsr Blati onen (Hauptname), ala Brsten Teil 
x, ala zweiten Teil y enthaltend (Teilnamen) x < y 
oder x<y, oder auch x< a y usw.), zu dBnen nach 
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Bedarf xrel . a y, xtbI . fi y und andsrB hinzugefügt werden 
korniBn. 

b) DiB Kompl exf ormen : 

üb logiache Summe (Hauptname), als ersten TbÜ x, 
als zweiten TbÜ y Bnthaltend |Teilnamen) [x -f- y), 
das logisuhB Frodukt |HauptnamB), ala BratBn Teil x , 
ala zwBiten T ail y enthaltend (Teilnamen) \x X y). 

c) dis f-Bildform (Hauptname), als HaupttBil x enthal- 
tend (Teilnamen) (fa:), der nach Bedarf g x, f t a: und âhnlichB hinzu- 
gefügt werden. 

d) DiB (j- Q ualitàtaf Drmen (Hauptname), ala Hauptteil 
x enthaltend (ÏBilname) | x quai. G), der wiedBr „x quai. H li und 
âhnlichB hinzugefügt werden künnen. DieSe sind von den Relations- 
formen wohl zu unterscheiien; hier ist G kein Ding, und die Inter- 
prétation von „x quai, Cr" lautet, wie früher featgeaetzt wurde: „Das 
Ding, dessBn EigennamB x ist, besitzt dis Cr-EigBnschaft". 

b) Die ValBnzformBn |WertungBn) (Hauptname), als 
Hauptteil x Bnthaltend (Teilname) (a; — o und x — n'), denen 
nach Bedarf âhnliche, wie x — xû, x^w' hinzugefügt werden |ü- 
Yalenz, n'-Valenz usw.). 

Man bemerke, daB die action früher featgssetztB Interprétation 
dieser ZeichBn für a), d) uni e) „Aussagen" ergibt, aber ohnB jedB 
Rücksicht auf ihre „RichtigkBit" oder ,,WahrhBit". Das ist auch 
bei e) der Fall, wo dia Interprétation „UrteilB", genauer Wahrheits- 
werturteile ergibt, die aber durchaus niuht ,,richtig sein", d. h. un- 
abweisbaren Tat3achen entaprechen müssen. 

Statt den Teilnamen einBr Zeichenform (ala BratBn Teil, 
zweiten Teil oder Hauptteil z enthalt en d) anzugebsn, sagen 
wir auch der bequemeren Satzbildung wegen: „z iat der eratB Teil, 
zweite Teil oder HaupttBil der betreffBnden Zeichenform". 

DiB bisher eingeführten ZeichenformBn aollBn primàr b ZBi chBn- 
formen heifien (die einfach oder zusammengesetzt sein konnen usw.). 

14. Wir wollen uni konnen weitere zuaammengesetztB ZeichBn- 
formen einführen, d. h. „erzeugen". Wie dies gBSchieht, wird der 
Hlarheit wegen wie der zuerst an einem Beispiel erlâutert. 

Es SBien 17 und V irgendwelchB achon festgesetztB Zeichenform en, 
d. h. 17 und V Zeichen diBSer lBfczteren. Wir dBfiniBrBn dann Binen 
DBnkbereich bzw. daa dur ch dies en DenkbBrBich erzeugtB, ihm ad- 
jungiertB Ding durch die Bestimmung der dem Denkbereiche ange- 
h or en den Erlebnisse. SolchB seien, und zwar nur dieSB: Namen übsbs 
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Diriges sind Isologie (Hauptname), den ersten Teil V enthaltBnd 
und den zweiten Teil V enthaltend (Teilnamen). Mnemotechnisch 
wird es sehr bequem sein, für dieses Ding das Zeichen TJ = V Binzu- 
führen; aber das Ding selbst bat mit diesem Gresichtseindrucke nichts 
zu tun. Wenn ich nnn sage, dafi die neu eingeführtB Zeichen- 
form aus der primâren Isologie dutch die Substitution 
von U für x un d V für y entsteht, so darf ich diese unserBr 
Grewohnheit entsprechende Aus dru cksw eise beibehalten, und doch, 
wenn ich diesen Satz als Beschreibung jener Erzeugungsweise ver- 
stehe, dem erzeugten Dinge die angeführten Eigenschaften und nur 
diese beilegen. In diesem Sinne wird auch 

*(£ (j i* = ») 

ein bequemes Zeichen jenes Dinges sein, ebenso wie TJ = V; trotzdem 
für das Ding selbst allB mit diesen Gresichtseindriicken assoziierten 
Vorstellungen bis auf die eingeführten Nominationen ausgeschaltet 
sind. Insbesondere wird so unabhangig von dieSBn asso- 
ziierten Vorstellungen der genauB Sinn jener „Sub- 
stitutiDn ,, genannten ,, Operation" be3 chriebBn. 1 

Damit ist der genaue Sinn von Festsetzungen gegeben, diB 
iihnlich für diB anderen FâllB durchzuführen wohl überflüssig ist. 
Diese Festsetzungen geben das sog. Erzeugungsprinzip der 
Zeichenf ormen und lauten: 

Wenn 17 und V irgendwelche Z ei chenf ormBn sind, 
soll das durch die Substitution von U für x, und V 
für y aus den primâren Zeichenf ormen erzeugte Ding 
wieder Bine Zeichenform sein (tiBiBen). 

Dabei haben wir verschiedenB eigentlich zu sonderndB Fâlle 
hier schon zusammengezogen. WiB dies geschieht, ist für unsere 
(mathematischB) Grewohnheit ,,selbstverstàndlich" ; muB abBr, der 
hier gewohnten Pràzision wegBn, doch genau festgBSetzt werden. 

So hat z. B. fa keinen ersten und zweiten Teil, sondem nur den 
„Hauptteir‘ x. Für y jetzt V zu setzen, Soll dann eben den Sinn 
haben, dafi überhaupt nichts geândert wird; für x jetzt 17 zu setzBn, 
hBifit die Nomination ,,den Hauptteil U besitzBnd" festsetzen. Offen- 


1 Man bemerke noch, daû die nahe liegendB Einführung von 

[s(*; fj [x=y)]=[ET = F] 

dur ch aus nioht den vollen Sinn unserer Abmachungen gebtsn wiirdB, nach danen 
diB Bingeführten Zeichen dasselbei Ding bezeiohnen sollen. Das hier links stehende 
Zeichen ist gar keine Zeichenf crm, nur Zeichen einer solchen. 
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bar wird das durch S j^j auch ausgedrückt; dieaea DperationszBichen 
hat aber auch für x = y Binen ,,aelbstveratandli(5hen" d. h. sich 
unmittelbar aufdràngenden, aber neu featzuSBtzBnden Sinn: Statt 
,,dBn eraten Teil x enthaltend' 1 aoll die Nomination ,,den ersten Teil U 
enthaltend" geaetzt werden; für dis Nomination „den zweiten Teil y 
enthaltend 11 iat überhaupt nichta gesagt, aie aoll demnach unver- 
aniart bleiben. Sd daB 

s (^) s ^ 

ein Zeichen dBr Zeichenform U = y wird, wo aber atatt T7 die ge- 
gebBnB Zeichenform ausgBSchrieben gedacht werden mufi. Wâre 
z. B. x C y dieSB Zeichenform, au hatte man 

S * ) [x = y) al a Zeichen für \xly) = y. 

Die ganz âhnliche Einführung des Dperationszeichena S | y j 
braucht wohl nicht im Binzelnen durchgeführt zu werden. Ebenso 
„^elbstve^sUndlich ,, im oben gebrauchten Sinne des Wortea iat 
diB ,,Anwendung'‘ dieSBr Operationazeichen auf die primàren einfachen 
Zeichenformen. Aber ea aind diB3 doch neuB Feataetzungen, die ala 
solchB erwàhnt werden müsaen. Dieaen gemâB aind z. B. 

s ( f ) Xi s (17) y * s (^) z 

neue Zeiclien für U, y, z\ und ebenso 



neue Zeichen für U, F, und z. 

Endlich aind 

* 0 - 8 

identiscliB Substitutionen, die ,, nichta àndem". 

Es muB noch betont werden, daB die „Bedeutung“ der Dpe- 
rationazBichen 

8 13 - *(;)• 

nur für primare Zeichenformen gegeben wurde. 

15. Wir konnen nun auch die Anwendung einBr ,,allgBmeinen 
Substitution" auf eine beliebigB Zeichenform genau dB- 
finieren. 
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Es sei einB endliche Menge von Stellenzeichen gegebBn, unter 
denen sich auch x und y befinden; den in dBr endlichen Menge ent- 
haltBnen Stellenzeichen sollen in eindeutiger Weise gBwisse „gBgebene“ 
ZeichBnformen BntsprBchBn. Wir konnen jetzt die dem Stellenzeichen z 
eindeutig zugeordnetB ZeiriiBnform mit U a bezeichnen, und endlich 
festsetzen, dafi jedes der gBgebenen Stellenzeichen Eigen- 
namB der zugeor drieten Zeichenform 3ein soll. Diese 
Eestsetzung selbst bezeichnen wir mit: 


r x, y, ...\ 
U„ ...)' 


wd die PunktB nichts ungenau B eschriebenes bedeuten, 
s un dem den (besonders auszuführenden) Hinweis auf die gegebenen 
Stellenzeichen und diB enta pre ch en den Zeichenformen gebBn. 

Die gegebenen Stellenzeichen sullen in der ganzen Betrachtung 
unveràndert bleiben; es sind eben jenB Stellenzeichen, diB überhaupt 
auftreten; dagegen konnen die zugeorineten ZeichenformBn andere 
sein, so dafi z. B. diB Substitution 


s (p.,’ v ’, . . .) 


auftritt. Es kann natürlich auch V x das Zeichen x bedeuten usf. 
GregBbenB Substitution en sind solche, wd die Stellenzeichen und die 
zugeordneten Zeichenformen unmittelbar in Anschauung treten. 

Z. B. 

s [ • • M 

[x = y, xi y) 

und ahnliche. 

In der Beschreibung des Denkbereichs, ier diB Zeichenform F 
definiBrt jerzeugt), ist x als Eigenname einer Zeichenform XJ a auf- 
zufassen 1 17^ fiir a; zu „SBtzen“). Dffenbar ist dadurch wieder ein 
Denkbereich bestimmt, wenn der ur3prünglichB Denkbereich be- 
stimmt ist; der so beschriebene Denkbereich definiert wieder ein 
durch ihn erzeugtes (adjungiertes) Ding, das als „durch die Anwen- 
dung der Substitution 

5 [Z v,\ ;;;) 


auf F entstanden", kurz als 


x, u„ y 


bezeichnet wird. Ein Ding, das durch Anwendung Biner 
bestimmt Bn Substitution auf einB Zeichenform ent- 
standBn ist (Brzeugt wird), soll abermals Bine Zeichen- 
form sein (heifien). 
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Sind F, U„ ... V„ 

. . . gBgebene Zeichenformen, so Bntsteht 

durch die Anwendung von 



s [v.] v.\ ! 


> 

wieder ein b Zeichenform, 

die unmittelbar mit 



! ...) ( s I p.’. vJ. ..)* 

j iD 


bezeichnet werden kann. Der Festsetzung nach ist in der Beschrei- 
bung von F jedes der gegebenen Stellenzeichen als EigennamB der 
zugeDrdneten Zeichenform U zu verstehen; und dabei zu der Be- 
schreibung dieser Zeichenform en wieder jedea StellenzeiDhen ala 
Eigennamen der zugeDrdnetBn Zeichenform V zu veratehen. |Dff en- 

bar ware ea genauer, in F und S y’ ' ’ ' j statt der Stellenzeichen 
x , y,. . . an der e, z. B. x\ y',. . . zu verwenden und von der Anwen- 
dung der Substitution y ' ‘ ‘ ’j zu sprechen. Db facto wird 

hierdurch nichta geàndert; denn die Zeichen x, y,... dienen ja nur 
dazu, voneinander verschiedene DingB zu bezeichnen, von dBnen 
nur das festgesetzt ist, daB aie Eigennamen irgendwelcher Dingo 
sein sollen. Jene kürzere Ausdrucksweise ist nicht ganz genau, 
wird aber wohl kaum zu MiBverstàndnissen AnlaB bieten kbnnen.) 
Die Anschauung lehrt, daB das durch |1) bestimmte Ding nicht 
verschieden ist von 


/ 

Vf 


■A 


r [v*\ v y \ . . 

.) u *’ s (v.,’ v,\ \ \ 

:) v u , . 


(2) 


Die hierin gegebenB Festsetzung ist eben von der früher gegebenen 
nicht verschieden. 

Statt also aus F durch die Substitution S ^y* y* " ’j einê 
Zeichenform zu erzeugen, und nachher auf dieae Zeichenform 
wieder diB Substitution S \^y’ y’ ’ ’ ’j anzuwenden, kann man auch 

diB so erzeugtB Zeichenform direkt durch einB bestimmtB Sub- 
stitution, wie in |2), erhalten. 

IB. Das hier gebrauchtB ,, nachher" ist nicht ganz einwandfrei; 
die Einführung des zeithchen Moments jedenfalls überflüsaig. Statt 
dessBn führen wir die folgBndB exakte BeschrBibung dB3 
„wiB dBrholten" ErzBUgungsprozBSSea ein: 

Ein endlicher Den kpr dzbB kann und soll durch 
folgendB Feats etzungen beschrieben sein: Es b b i e 1 das 




15. Formen und Zsichcn. 


B7 


Erlebnis, dafl die in Art. 12 und 13. bea chriBbenen pri- 
mâr en Zei chanf ormen 9 b an ZeichBnf ormeo aind. Ea aei 
ferner e t das folgande Erlebnis: Durch die Substitution 

S y 3 "’j wird aua Biner gegebBnBn Zeichenform F 

ein Ding erzeugt, das auch Zeichenform (F r ) genannt 
wird, und ea sind dabBi U a , U ÿ} ... sowie F primârB 
Zbï chent ormen oder solche, d Br Bn Erzeugung Teilerleb- 
nisse solcher e r sind, für die e r < e t ist. 

Ist insbesondere dieser Bndliche Denkpruzefl der 
Zj-MBnge âquivalent, sd soll die in dem Erlebnisse e k 
erzeugte Zeichenform .F k als „durch den gBgebenBn Bnd- 
lichen DenkprozeB Brzeugt" bezeichnet werden. Dffenbar 
konnen auch die primâren Zeichenform en, selbat die einfachen (durch 
identische Substitutionen), in dieser WeisB erzeugt werden. 

Jede durch einen solchen endlichen DenkprozeB er- 
zeugte Zeichenform aoll Form genannt werden; wobei 
wir die primâren einfachBn Zei chenf Drmen als uneigent- 
liche Formen VDn den übrigen eigentlichBn FormBn 
untBra cheiden wollen. 1 

Als Beispiele dienen diB schon erwâhnten, oder das koinpli- 
ziertere: 

[|x c z) 4- [y c zj\ C [(x y. y)iz\, 

wo die verschiedenen Klammem den Gang der Erzeugung angeben. 
QenauBr: 


ej S f * ’ V , ) ergibt aus x 4- y die Zeichenform (z C z) ^ \yt2), 
\x c 2, y L 2/ 

e z) S I Cr 1 V I Br giht aus xty diB Zeichenform \xXy)tz. 

g„) «Si, , \r • , \ r? , I ergibt au3 xC y miter Berufung auf e ± 

3 J \y C«), xXyC*) B J i 

und e 2 die obige Zeichenform, diB deinnach durch diesen Denk- 


prozBÛ |ej, e 2 , e a ) erzeugt wurde. 

JedB Form ist ihrer oben gegebenen Beschreibung nach Zeichen 
eines Erlebnisses; und umgekehrt wird ein ErlBbnis durch 


1 Wir kônnten auch Zeichenform en bilden, die nioht FormBn aind, z. B. 
logis che Summen mit „unendlich vielen Summanden 11 * * ; diese soliBn dann eben 
nicht Formen, aondem „unendliche Aggregate“ genannt werden. Von solchen 
wird aber in dieaem Bûche kein Gebrauch gemacht werden. 

Ea wird auch jetzt klar, daÛ um die durch Binon endliohen DenkprozeB 

erzeugten FormBn von andBren àhnlichen ûebilden unterachiedBn, prftzia defi- 
nieien zu kbnnen, wir die ursprUnglich eingeführten prim&ren FormBn anfanga 

..Zeichenformen' nennen muûten. Nui so konnte die endgültig Bingefiihrte 
Nomination ala ,, Formen 18 acharf gefaJJt werden. 

XDnlz, Mengêhlehre. 
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Einführung ier ias Erlebnis bezeichnenden Eorrn forma- 
lisiert. Der entsprechendB sprachliche Satz ist eine formate 
Aussage. Aus der formalen Ausâage wird durch die „Interpr station" 
der Form die „volle Aussage". 

17. Wir wollen weiter festsetzen, dafi die eingeführten 
Zeichenf Drmen bei ihrer Interprétation durchweg Zeichen 
von Erlebnissen sein sûllen. Insofern dies nach dem bisherigen 
nicht der Fall wâre, und die Zeichenform nicht als Zeichen eines 
Erlebnisses, sondem als Zeichen eines adjungierten, neu erzeugten, 
d. h. durch einen bestimmten Denkbereich definierten Dinges ein- 
gefiihrt wurde, soll das Zeichenform genannte Ding eben 
Zeichen des als ,,Erzeugung jenes bestimmten Dinges" 
beschriebenen Erlebnisses sein. Dies ist um so eher gestattet, 
da ja z. B. x + y, wenn es auch in der Schrifb beibehalten wird, 
gar nicht mehr das frühere Zeichen, sondem jetzt jenes Ding ist, 
dessen Hauptname „logische Summe", und dessen Teilnamen 
,,als ersten Teil x enthaltend", „als zweiten Teil y enthaltend" sind. 
So wird also x als Erzeugung, d.h. Vorstellung ,,irgend eines Dinges, 
dessen Eigenname vorlàufig mit x bezeichnet ist", zu interprBtieren 
sein; àhnlich x -f- y als Erzeugung, d. h. Vorstellung von „x oder 
y ", wo auch für x und y jene Namen zu setzen sind. So wird z. B. 
fx Zeichen des Erlebnisses sein, daB aus x durch den f-ProzeB ein 
neues Ding definiert wird. 

In den ,,Zeichenformen" ist gegenüber den früheren Zeichen 
eben ailes — und nur das — ausgeschaltet, was in die Interprétation 
nicht eingeht. 

Die vollstàndige Induktion für endliche Mengen zeigt, daB für 
jede Form eine solche ,,sinngemàfie" Interprétation sich darbietBt. 
In jenem endlichen DenkprozeB kann der Annahme nach F, sowie 
U x , U y ,... ,,sinngemâfl" interpretiert werden, und dies andert sich 
der unmittelbaren Anschauung nach nicht, wenn für die Vorstellung 
,,irgendeines Dinges", die Vorstellung der Erzeugung gewisser Dinge 
|d. h. für x eben U x ), gesetzt wird. 

So wird z. B. 

[* = y] c [f X = f y] 

interpretiert: Wenn irgendwelche Dinge (deren Eigennamen für 
x und y zu setzen sind) isolog (in bestimmter Beziehung nicht ver- 
schieden) sind, so sind die durch den f-ProzeB geschehenden Er- 
zeugungBn neuer Dinge aus jenen (die an x und y ausgeführten 
f-Prozesse) auch isolog |in jener bestimmten Beziehung nicht ver- 
schieden). 




FÜNFTES KAPITEL. 


Tlit) nr in der lugischen Formen. 

(Der Denkbereich der reinen Logik.) 

Die logiachen FormBn. 

1. Im vierten Kapitel wurde eine Reihe von Zeichen eingeführt, 
die wir , .logis elle Grun dformen" nannten, und vdd denen wir uns 
jetzt unmittelbar überzeugen konnten, daJ3 sie im Sinne der soeben 
gegebenen Entwicklungen ,, Formen' ‘ sind. 

Der Übersicht wegen soll die vollstàndige Tafel der logis chen 
Gbrrnidformen hier zusammengestellt werden. 


I. 


X = X 

1») 

[* = y] = [y = x] 

(b) 

IL 

l> + y] =S [y + a:] 

W 

[x + |« / * *)] = [[x + y) + z] 

(b) 

[x x y] = [y x x\ 

W 

[x x | yx z)] S [(x X y) X z] 

|i) 

[|x + y) X z] = [(x x z) + [y X z)] 

( B ) 

[x X X~] = X 

W 

[x -f- x] = X 

(g) 

III. 

x C x 

(a) 

[x X y\ ex; [iXy]ty 

Ib) 

xc [* + y]; ÿC[x^i/] 

(c) 

[x x |x c i/)] C 1 / 

|d) 

[\xly) X |ÿCz)] c[x tz] 

I e ) 


7 * 
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[(a C y) X |« C u)] c [|x X z) C [y X u)] 

|f) 


[|* c y) x |z t u)] c [(x 4- *) c {y 4- u)] 

(g) 


[x c \y c «)] c [|x x y) c z] 

P*) 


[I* x y) c*] c[x c [yi z)] 

Ü) 


[x=ÿ]([xCy]; [x = y] C [ÿ C x] 

IV. 

[x <=> y] = [|x C y) x \y c i)] 

V. 

Ü) 


[|x — d)— d] = [x — D] 

(a) 


[|x — D) — d'] S [x — o] 

|b) 


[|x — d') o] S [x — d'] 

(b) 


[|x — d') — n'ï S [x d ] 

|d) 


[|x X y) — o] = [|x — d) x \y — o )] 

H 


[|xx »)-Dl *[(«-■■)+ (y- O")] 

(f) 


[(*■¥■■ »)-»)* [[*-») + !»-»)] 

(g) 


ïl* hF y) — = [I® — D') x | y— 1 >')] 

N 


In diesen lugischen Grundformen sind diB logischen Grundgesetze 
„formalisiert“. Diese Formalisierung ist eigentlich erst jetzt in 
endgültiger Weise erfolgt, nachdBm diB logischen Grundformen, die 
anfangs nur Zeichenaggregata waren, jetzt im SinnB der soeben 
abgeachlDSsenen Entwicklungen als „Forraen“ betrachtet werden. 

Die Interprétation 1er aufgeführten logischen Grundformen 
liefert, wie schon besprochen, üb logischen Grundsàtze und logischen 
Grundgesetze, und damit — in den letzteren — Tatsachen, die wir 
als évident, d. h. als unabweisbar annehmen wollBn. Ein voiles 
Bild der Logik ergibt si ch, wsnn wir nun auch die logischen Prin- 
zip b formalisieren. Im AnschluB an die TerminologiB der Natur- 
wissenschaften, insbesonderB der Mechanik, soll „Prinzip“ einB 
solche Regel genannt werden, mit deren Hilfe wir aus den gegebenen 
Formen weitere Formen ableiten, deren Interprétation wie der logis ch e 
Gesetze ergibt, d. h. solche Tatsachen, diB wir beim logischen Denken 
ebenfalls als évident oder unabweisbar anerkennen wollen. DaB 
hier eben die Spontaneitàt an Stells des in der Logik behauptBten 
Zwanges tritt, ist ein hervorstechender Dharakterzug dBr „exakten“ 
Wissenschaft. Allerdings tritt im ZusammenhangB damit das Problem 
der Widerspruchlosigkeit, eben als Problem, in den Yordergrund. 
Gerade in der Moglichkeit, dieses Problem nicht nur genau zu fassen, 
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H on dem auch zu loaen, finie ich die Berechtigung, hier VDn einBr 
neuen und tieferen Grundlegung 1er Logik zu sprechen. 

2. jjPrinzipB der logischen Deduktion" aind Anweisungen zur 
Erzeugung neuer logis cher Formen, der en Interprétation eben neue 
logische Gesetze ergibt. 

Um die logischen Formen genau beschreiben zu kônnen, wollen 
wir wieier, genau bd wie bei den Formen, einB Übergangsbezeichnung 
einführen. Ea iat diea der Name ,,^-Form“. 

Die logiachen Grundformen I — V. aollen auch A- 
FormBn gBnannt WBrden |„^-Formen sein"). 

Wir statuieren dann zuerat die Prinzipe 1 1) und |PF). 

\I) Wenn 17, F, W beliebige, aber beatimmte Formen 
aind, aoll 

iv±vu[s (;) t 7 = s (*) tt ] 

einB ^d-Form sein |Is ologieprinzip). 

Die Interprétation entspricht offenkundig dem allgemeinen 
Identitataprinzip der Schullogik; wàhrend mit der logischen Grund- 
form x = x eigentlich nur ausgeaagt wiri, daB nicht vers chie den e 
DingB immer auch isolog |d. h. in beatimmter Beziehung nicht 
vers chie den) aind. 

|IF) Es aollen, wenn 17 eine beliebige aber beatimmte 
Form ist, 

17 c [17 — d] und [U — n] c 17 

auch ^d-Formen sein (Wertungaprinzip) 1 . 

Hierzu kommen die eine besonderB Stellung einnehmenden 
Festsetzungen |D) und {S): 

|D) Mit 17 und 17 C F sdII immer auch F Bine ^l-Form 
sein (Deduktiona- Dder S chluBprinzip). Das |D)-Prinzip ist 
eine ,,Involution". Man sieht, daB es sich um dis Beschreibung 
einBS Denkbereichs handelt; die dem Denkbereiche angehorenden 
ErlBbniaSB sind diejenigen, in denen wir gewisse DingB ^-Formen 


1 Dos JWO-Prinzip statuiert für die den .4-Formen entapreuhenden Sâtze 
den WahrhBitsuharakter. Dîbb bedButet, wie a ch on hier bemerkt Word en aoll, 
folgendes: Mit dem Denkbereichs der Erlebmase, dafl gBwisae DingB ^l-Furmen 
|spüter logische Formen) genannt werden, iat auch derjenigo Denkbereich be- 
auhriBben, dem die dur ch Interprétation der logischen FormBn erlangten Fr . 
lebnisse angehôren. Und zwar wird durch dos Wertungaprinzip, wenn auch 
h lj h un dos S chluBprinzip statuiert ist, aus diesem Denkbereiche Bin Wahrheita- 
bereich |Kap. IV, Art. 1D). 
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nennen. Wir konnen diese Erlebnisse symbolisieren, d. h. gekürzt 
schreiben, z. B. 

[x = x] nom. A . 


U as (D)-Prinzip wird dann durch folgende Involution gegeben: 


V nom. A 
|U c V) nom. A 


| inv. [ V nom. A ] . 


P) 


Bas SchluBprinzip |D) ist geradezu die lDgische Deduktion in 
ihrer einfachsten Gestalt. Es besagt, daB mit den Aussagen ,,17“ 
und ,,U, also V“, auch die der Aussage „F“ entsprecliBnde Form V 
unter die .d-Formen aufzunehmen ist. Wegen 

V inv. (F — d) 

erhalt bei aberinaligEn: Anwendung des Schlufiprinzips auch diese 
Forrn F den Wahrheitscharakter. 

Endlich statuieren wir folgemles Prinzip: 

|»S') Wenn U eine beliebigo aber bestimmte Form, 
und W eine beliebige, aber bestimmte -d-Form ist, soll 

auch*Sf|^jdF eine -d-Form sein (Substitutionsprinzip). 

Auch dieses Prinzip ist eine ,,IiiVDlutiDn“ und kann als seiche 
in der Gestalt 

[W nom. /l]inv. W nom. /lj |S) 

symbolisiert werden. 

In bezug auf die Interprétation sieht man unrnittelbar, daB es 
sich um das ,,dictum de omni et nullo" handelt. Mit einer auf ein 
beliebiges |auf jedes) Ding bezogenen Aussage ergibt sich auch die 
auf ein bestimmtes einzelnes Ding bezogene entsprechende AussagB. 
Setzt man F — v an die Stelle VDn W, so ergibt sich 

[|F — ü r ) nom. A] inv. |F— o'Jnom.^lj , 

d. h.: Daraus, daB die F-Aussage für jedes Ding falsch (für kein 
Ding richtig) ist, ergibt sich auch, dafl die entsprechenda, auf U 
bezogenB Aussage falsch ist. 

Wir besitzen nun diB Hilfsmittel, um den als logis che Db- 
duktion bezeichneten DenkprozeB endgiltig zu beschreiben: 

Es sei eine Bndliche Menge von Formen gegeben, 
und zwar sei, wenn diese Menge d er Z t -Men ge à quival Bnt 
ist und r < Z ist, U r die dem Numerator r eindeutig zu- 
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geordnete Form, U l die letzte Form dieser Mange. Es 
sei weiter e L das Erlebnis, daB eiiie Form Elément diBSer 
Menge und daB die in der Tafel lDgischer Grrundformen 
unter I — V. aufgezâhlten Formen eben ./l-Formen sind. 
Es sei ferner e t das folgende Erlebnis: Durch Anwen- 
dung eines der Prinzipien 1 1), \W), |D) oder | S) wird 
a us den Formen TJ, F, W bzw. den -^-Formen U — xj und 17 C F 
eine Form (F,) erzeugt, di e au ch ^l-Form genannt wir d. Da- 
bei soll die Tatsache, daB U, F, W F ormen sind, ein Teil- 
erlebnis von e 1 ; ferner die Tatsache, dafl 17, 17 — v oder 
U C F schon ^-Formen sind, Teilerlebnis von e r bzw. von 
e r und e s sein, wd e T < e t , e a < e t ist. 

Ist insbesondere dieser endliche DenkprozeB der 
Z k -Menge aquivalent, so soll die in dem Erlebnisse e k 
erzeugte ^-FormF k als „durch den gegebenen endlichen 
DenkprozeB erzeugt" bezeichnet werden. Offenbar kbnnen 
aueh die logischen Grundformen in dieser Weise erzeugt werden. 

Jede durch einen solchen endlichen DenkprozeB er- 
zeugte ^l-Form soll logische Form genannt werden; wobei 
die in uns erer Tafel unter I — V. aufgeführten als logische Grundformen 
von den übrigen unterschieden werden. 

Der beschriebene DenkprozeB selbst wird als logische 
Deduktion bezeichnet. J eues Teilerlebnis der logischen De- 
duktion, das durch e r bezeichnet wird, ist |für 1 < r) ein ,,einzelner 
Schritt" dieser Deduktion. 


Der DBnkbBrBlch dBr ralnan Logik. 

3. Jede logische Form ist in dem bisher gebrauchten Sinne des 
Wortes der Interprétation fàliig; d. h. sie führt bei der festgesetzten 
Übersetzung in die gewohnliche Sprache zu Sàtzen, diB einen be- 
stimmten Sinn haben, d. h. Erlebnisse ausdrücken. Nur so ist es 
vorderhand zu verstehen, wenn wir sagen, daB die Interprétation 
jeder logischen Form einen logischen Satz bzw. ein logisches Gesetz 
ergibt. Nur die Môglichkeit, den Satz bzw. das Gesetz zu ,, verstehen", 
ist vorlàufig damit gemeint, nicht die ,,Richtigkeit" des Satzes oder 
Gesetzes. DaB diese Interprétation tatsachlich geschehen kann, ist 
aus dem UmstandB évident, daB eine „lDgischB Form" ihrer Dé- 
finition nach eben eine ,,Form" ist. 

Durch die Beschreibung der logischen Formen wird offenbar ein 
Denkbereich beschrieben, dem aïs ErlebnisSB die Tatsachen ange- 
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hôren, daB gewisse Formen logische Formen (forma logica, kurz 
F. L.) genannt werden; in abgBkürzter Schreibweise z. B. 

\x = x ] nom. F. L. 

Damit sdII durchaus nicht geSagt sein, daB unsere Abmachungen 
den Denkbereich ^vollstandig" beschreiben. Es kann der Fall sein, 
daB für gewisse Dinge, auch für gewissB Formen, es durch das bis- 
herige gar nicht entschieden ist, ,,ob sis logische Formen sind oder 
nicht". Dann ist der Denkbereich eben nicht vollstàndig beschriBbBn, 
was aber selbstverstàndlich kein Hindernis sein kann, wenn wir — 
den gegebenen Daten gemiifl — jenB Beschreibung des Denkbereichs 
■weiter führen wollen und weiter führen konnen. 1 

Statt des Denkbereichs der F. L.-Nominationen werden wir in 
der Folge von dem BereichB der logischen Formen sprechBn, 
dem jene und nur jene DingB ^angehoren", die — den Erlebnissen 
jenes Denkbereiches entsprechend — logische Formen genannt werden. 
Die Interprétation der logischen Formen als logische Oesetze ergibt 
nun einen für miser Denken fundamentalen Denkbereich, dem die 
logische Gesetze genannten Erlebnisse und nur iiese angehoren. Es 
ist dies der Denkbereich der reinen Logik. 

Der Denkbereich der reinen Logik ist dem in dessen 
Beschreibung auf gBnommen en Wertungsprinzip b Bnt- 
sprechend ein Wahrheitsb ereich (nach Kap. IV, Art. 1D). Da- 
durch entsteht aber die weitere Frage, ob dieser Wahr- 
heitsbereich der Denknorm der Wi d erspru chslosigkeit 
entspricht, ob er exakt (widerspruchslos) ist ? 

Man verwirre die so entstehendB Fragestellung ja nicht mit der 
unabweisbaren Tatsache, daB wir der Natur unseres Denkens nach 
gezwungen sind, jedes durch Interprétation einBr logischen Form ent- 
standene logische Gresetz als unabweisbare Tatsache, als „richtig" 
anzuerkennen. 2 Grerade diese Tatsache zwingt uns dazu, jenes Pro- 


1 Man iat sehr leicht geneigt, zu sagen: Für ein bestimmtes Ding gibt es 
eine Erzeugung, der zufolgB es ..logiBche Form 11 genannt wird, oder es gibt keine 
solche; tertium non datur. Abgesehen davon, daB dies eine Anwendung des 
sog. Frinzips des ausgBSohlDSsenen Dritten wërB, die ihrem Wesen nach hÎBr 
überhaupt nicht gestattet werden kann (siehe hierüber spâter Art. 11), w&re «ns 
damit gar nicht geholfen. Es kbnnte ja Bein, dafl für uns |für un sera Intelligenz) 
die Entscheidung doch überhaupt nicht errBichbar ist, so dafl dBr Denkbereich 
„VDllst&ndig bestimmt“, aber dobh nicht „vollstândig beschreibbar" w&re. |Man 
denke an die Analogie, nach der z. B. der grofle Fermatsche odBr der Gold- 
bachsche Satz wohl „richtig“, aber nicht , l bewBisbar 11 ware, was jedenfalls 
denkbar ist.) 

2 Dies ist für die GrrundgBSetzB unmittelbar évident und ergibt Bich auch 
für die übrigen mittels dBr vollst&ndigen Induktion für Bndliche MBngen bei 
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blem der Widerspruchslosigkeit ala fun dament al es ProblBin der 
Erkeniitnistheorie hinzuatellen. Wàre L irgend einB logische 
Form, deren Interprétation ala logis chea Geaetz wir der Natur unaerea 
Denkena gemàB ala unabweiabare Tataache annehmen mÜ3aen, waa 
wir dem biaherigen entaprechend so ausirücken, daB L~v eine 
logische Form ist; und würdB die logiache Deduktion uns zwingBn, 
auch in L — d' eine logiache Form zu erkennen, so hieÛB dies, daB 
di b Interprétation vonL ala logisches Geaetz uns auch ala unannehm- 
barB Tataache eracheint. Es wàre unabweiabar, daB dieselbB Inter- 
prétation von L jdaaaelbe Erlebnis) lür una unabweiabar und un- 
annehmbar ist. Diese Verletzung der Denknorm der Widerapruch- 
losigkeit iat undenkbar, ,,unmoglich“. Ein wenn aush nur einzigBr 
Fall, wo diea vorkommt, würdB die Zuverlàsaigkeit unsrea logiachen 
Denkena nicht erschüttern, sondern geradezu vemichten. Demgegen- 
iiber beruhigt aich die Erkenntnia théorie von Aria totales bia heute 
mit der mageren Bemerkung, daB daa wohl auch nicht vorkommen 
wird. 1 

Dieser Glaube an die J ,ZuverlàasigkBib“ des logiachen Denkena 
iat ein ganz anderer, wie z. B. der Glaube, daB die Sonne morgen 
aufgehen wird. Hier handelt ea aich um eine Tataache, die genauer 
formuliert, d. h. unter ,,gewissen Bedingungen" évident ist, oder 
wenn wir wollen, um ein Wahrscheinlichkeitaurteil. Nicht so bei der 
Behauptung, dafl daa logische Denken zu keinem Widerapruch führen 
kann. Das wird durch die Erfahrung, daB daa logische Denken 


Betrachtung des endlichen DBnkprozeaSBS, der die dem fraglichBn Gesetze ent- 
sprechBnde logiache Form Brzeugt. EinB nâhere Aüsführung, die dBr Leser ohne 
jede SohwiBrigkeit überblÎDken kann, iat flir unserB Zwecke kaum notwBndig. 

1 So heiflt bs z. B. in dBr mustergültigBn „Logik“ von Sigwart |TübingBn) 
1904, III. Aufl., I. Bd. S. 15: „DiB Mbgliohkeit, die Kriterien und Regeln des 
notwendigBn und allgtjmsingültigBn Fortschritts im Denken aufzusteUen, be- 
ruht auf der FahigkBit, objektiv notwendigss Denken von nicht notwendigem 
zu unterschBiden, und diBSB FahigkBit manifBstiert sich in dBm unmittelbaren 
BewuBtsein der Evidenz, WBlches notwBndigBS Denken begleitet. Die Erfahrung 
dieses BewuBtseins und der Glaube an seine Zuverlàssigkeit ist ein 
Postulat, übBr welohes nicht zurückgegangen WBrden kann." 

Das ist der SBhr pràzis gefaBte Standpunkt der Erkenntnistheorie, gBgBn 
àmi nur eine EinwBndung m'ôglich ist. WohBr wissen wir, daB über j bd dm Postula b 
nicht zurückgegangBn WBrden kann 7 Wir kbnnBn doch mit gutem Grande nur 
soviet sagen, daB über jenBB Postulat nicht zurückgegangen worden ist. 

Der Ausdruok , .Postulât 11 ist übrigBns nicht treffend. Wir konnen eine 
Anschauung postulieren, d. h. das Erlebnis dieser Ansohauung in Binen Denk- 
bereich aufnehmen; wir konnen auch einB Ansohauung ausschlieBen, d. h. aus 
dBm Denkbereiche aussohlÎBBen. Wir sind aber nicht imstande eine Eigenschafb 
des beschriebenen Denkbereioh es als einB Anschauung zu postulieren oder aus- 
zuschlieBen, dBnn der Denkbereioh ist schon definitives Dbjekt der Anschauung; 
das wàre aber der Sinn jBnes Postulâtes. Einen Glauben kbnnen wir niohb 
fordem; wir „glauben“ Bben nur, daB jener Fall nicht vorkommt. 
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bisher zu keinem Widerspruch geführt hat, um nichtg plausibler. 
Die Bedingungen des logischen Denkens mogen unverànderlich sein; 
aber die Mijglichkeit, daB ein SDlcher Widerspruch irgendwie auftritt, 
insbesDndere die Existenz auch nur eines solchen Falles hat mit 
der Wahrscheinlichkeit seines Auftretens gar nichts zu tun. 

4. Der Glaube an die Zuverlàssigkeit des logischen Denkens 
drückt si ch in dem sog. Satze des Widerspruchs der Schullogik 
aus. Nach diesem ist es eine unannchmbare Tatsache, daB irgend 
ein Erlebnis unabweisbare und auch unannehmbare Tatsache sei. 
Man sieht sofort, daB dies eine Interprétation der Eorm 

f|* — b) X \x — d')] — d' 

ist, uni ist geneigt, den Inhalt dies es Erlebnisses als ,, logis ches Ge- 
setz“ in Anspruch zu nehmen. Das ist aber, wenn wir auch die Über- 
zeugung von der Unfehlbarkeit des logischen Denkens festhalten, 
nicht richtig oder wenigstens nicht évident; wir wollen ja damit 
nur ausdrücken, daB für irgend ein x die Formen x — o und x — n' 
nicht beide logische Formen sind. Das ist eine an dem Denk- 
bereiche der reinen Logik zur Anschauung gelangte, sei es auch 
unabweisbare Tatsache, die aber deshalb kein dem Denkbereiche 
angehorendes Erlebnis sein muB. Man darf aber nicht glauben, 
daB durch die Aufnahme des Satzes vom Widerspruche unter die lo- 
gischen Grundgesetzs das Prublem der Widerspruchlosigkeit seiner 
Losung nàher gebracht wird. Die logische Deduktion kann und wird 
dann genau dieselben Widerspriiche ergeben wie früher, zu denen 
noch neue treten. Wâren eben L — n und L — u' logische Formen 
gewesen, so würde dieselbe logische Deduktion wieder diese |wider- 
sprechenden) Formen ergeben, aus denen sich auch 

||L — n) X |L'— d') ) — v 

als logische Form ergibt 1 , im Widerspruche zum Satze des Wider- 
spruchs selbst. 


1 Mit U und V iat auch U X V eine logische Form. 
Es iat namlich 

S Uy) lx ^ 

odel 

[x X y] C [x X y] 
eine logische Form; und Bbenao 


oder: 


sf ! ) (Iiii) 
l* X y/ 
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. Hieran knüpft sich Bine intéressante Bemerkung: Durch die 
Substitution S wird aus (Vf) die logischB Form: 

[|<x— b) x |x — b'))~ b] = [((* — b) — b') 4- |(x— b') — b'))] 

und bei unmittelbar zu sehender Anwendung des Isologieprinzips 
erhalt man weiter die logis ch e Form 

[((x — n) X (x — B')) — B'] S [(x 1 )') 4- |x - ’ b)] 

und wegen (Illj) endlich die Tatsache, daB aus dem Satze des Wider- 
spruchs 

[ |x — o') -f- (x — ü)] — D 

„folgt“. Interpretiert: Es ist unabweisbar, daB irgend ein Erlebnis 
unabweisbar oder unannehmbar ist, der sog. Satz des ausge- 
schlossenen Dritten. Dieser ist ebenso wenig logisches Gesetz, 
wie der Satz des Widerspruchs und drückt auch nur eine hypothe- 
tische Eigenschaft des Denkbereichs der reinen Logik aus, wenn dieser 
namlich ein widerspruchsloser Wahrheitsbereich ist. Dagegen ist 
es ein logisches Gesetz, daB der Satz des Widerspruchs 
den Satz des ausgeschlossenen Dritten zur Folge hat 
und umgekehrt. Die beiden Siitze sind àquipollent. 

5. Das Problem der Widerspruchslosigkeit ist auch dann für 
unser logis ch-mathematisches Denken von grundlegender Bedeutung, 
wenn wir auf dem Standpunkte des ,,Glaubens“ verharren und jede 
Vertiefung dieser Überzeugung als überflüssig ablelmen. Demi nicht 
um den Denkbereich der reinen Logik allein haiidelt es sich. Sobald 
wir nach Erkenntnis suchen, sobald wir „wisspnschaftlich“ denken, 
treten neben den logischen Gesetzen noch andre Erlebnisse in unser 
BewuBtsein, Erlebnisse, denen wir besonderen Wert zuschreiben, 


[\x X y) C \x x y )] C |> C [y C \x x y))] . 

Dem SchluBprinzipe nach ist dies nun auch für 
x C [y C (x X y)] 

lier Fall. Durch die Substitution S ergibt sich, daB 

Ut[Vt(ÜX F)] 

eine logische Form ist. Der gemachten Festsetzung nach gilt daaselbe dem 
SchluBprinzipe gemàü auch für 

F Cl U XV) 

und die Wiederholung dieses Verfahrens zeigt endlich in der Tat, daB U X F 
einB logische Form isb. 
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die wir — im Sinne Hilbert s — als ,, Axiome" formalisieren. Der 
Denkbereich der reinen LDgik erhàlt seine fundamentalB BedButung 
nur dadurch, daB wir seine Erlebnisse in jeden Wahrheitsbereich 
aufnehmen miissen; aber der Satz des Widerspruchs kann nicht für 
jeden Wahrheitsbereich als neues Dogma angesehBn werden. Das 
Beispiel der klassischen Untersuchungen von Hilbert über die 
Grundlagen der Geometrie zeigt zur Genüge Wert und Wichtigkeit 
des PrDblems für jedes Grebiet der Erkenntnis. Wenn auch die Anti- 
nomien der Mengenlehre als EehlschlüS3e ausgeschaltBt werden konnen, 
bleibt dDch die Frage immer offen, ob die DenkbBreiche, die z. B. 
die Mengenbegriffe, dieMenge aller Dinge und dergl. definieren, wider- 
spruchslose logische WahrheitsbereichB (Kap. IV, Art. 11) ergeben. 
Dem erzeugten Dinge spreuhen wir nur in diesem Falle logische 
Existenz zu; es hâtte eben sonst sich selbst widersprechBnde Eigen- 
schaften. Ja, eine der interessantesten und merkwürdigsten Fragen 
der modemen Mathematik, die von heftigen Gegensàtzen umwogte 
Frage des Zermeloschen Auswahlsprinzips, der wir in Hap. VI 
dieses Bûches nàher treten, ist eigentlich nur die Frage der Wiier- 
spruchslosigkeit eines gewissen Wahrheitsbereichs. 

So ist es ein wichtiges erkernitnistheoretisches Bedürfnis, diesen 
Fragen zunàchst für den einfachsten Fall nàher zu treten; umsomehr, 
da die Méthode sich dann leicht auf aile Wahrheitsbereiche aus- 
dehnen làBt, die in unsrem mathematisch-logischen Denken bisher 
aufgetreten sind. 

Eine Berufung auf die Grundnorm unseres Denkens mit Hinweis 
auf das Anschauungsgesetz, daB jeie unabweisbarB Tatsache von 
jeder unannehmbaren Tatsache verschieien ist, hat — abgesehen 
von erkemitnistheoretischen Be denken — nicht den geringsten Wert. 
Was sie uns bieten künnte, ist nur der EntschluB, dis Kegeln der 
logischen Deduktion abzulehnen, falls wir irgendwie zu einem Wider- 
spruche gelangen sollten. Was wir suchen, ist so ziemlich das Gegen- 
teil: eine Rechtfertigung der Annahme, daB die Notwendigkeit, die 
Kegeln der logischen Deduktion f allen zu lassen, niemals auf treten 
kann. 

Dabei ist aber wohl zu bedenkBn, daB es einen kategorischen 
Imperativ für die Logik, Bin primum scibile, für die Erkenntnis- 
theorie nicht gibt. Es kann sich also nur darum handaln, 
diB Betrachtung in ein b es chrànkt Br es Ans chauungsgBbi et 
zurückzu drangen, wo die Berufung auf diB Evidenz der 
Wi d erspru chlosigkeit uns voile odBr WBnigstBns groBere 
Beruhigung gBWàhrt. Wie das erreicht werden soll, setze ich 
hier kurz ausBinander, und glaubB durch dieSB VDrlaufige Erôrterung 
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des Wesens dBr SachB disse Reduktion des ProblBms dBr Wider- 
spruchslosigkeit verstàndlicher zu gestaltsn. 

Wir wollen in freier Wahl 1 gewisse Regeln aufstellen, nach 
denen gBwisse Form en P-Form en, andere Ç-Formen genannt werden. 
Und zwar wird der Augenschein lBhrBn, daB diese Nomination Bn 
sxklusiv sind, einander auss chliefi en. D.h.: diB Regeln sind 
so beschaffen, daB sine Form, die diesen Regeln gemaB P-Form ist 
oder heiflt, niemals auch Q-Form ist oder heiBt und umgekehrt. Dabei 
wird ea sich zeigen, und zwar unter ausachlieBlicher Anwendung der 
vollstândigen Induktiun für endliche Mengen, daB jedB logis che 
Form sine P-Form ist. Andrerseits wird der Augenschein lehren, 
dafi denselben Regeln gemaB, sobald L — n eine P-Form, L — o' 
eine J-Form ist. Wàren demnach L — o und L — o' logis che FormBn, 
so müBte L — n' eine P-Form und auch eine 9-Form sein. Dies 
würde dem Augenscheine widersprechen und ist „unmogli ch", im 
SinnB von Hap. I, Art. B. 

Dadurch wird die Berufung auf die ^Evidenz 11 auf ein viel 
beschrankteres Grebiet zurückgedrângt , genau so wie Hilbert 
die Widerspruchlosigkeit seiner ^geometrischen Denkbereiche" auf 
,,arithmetis che DenkbereiDhB" zurückfiihrt. AllBrdings geschiBht 
dies den logischen Zwecken dieser Unt ersu chungen ent- 
sprechBnd so, daB Bin Widerspruch in dieSBin be- 
schrankten Grebiete nicht nur formai ausges chl oss en , 
d. h. der Grundnorm unsrBS Denkens entsprechend als 
unmoglich erklàrt wird; sondBrn so, daB unSBr 
Denken |bei dBr unmitt Blbar en Ans chauli chkeit jBnBr 
Regeln) tatsàchlich gBzwungBn ist, jenen Widerspruch 
in der AnwBndung der für die P- und Ç)-FormBn gel- 
tenden Regeln — auch im transzendBntBn, dogmatischBn 
Sinne des Wortes — alB unmoglich zu Brklaren. Eine 
Berufung auf den Glauben an die Zuverlassigkeit unsres Denkens 
ist schlieBlich niemals zu vermeiden. Genauer ausgesprochen ist 
dies der Glauben an die Zuverlassigkeit unsrer auf die bisher be- 
schriebenen DBnkprozesse gerichteten inneren Anschauung. DaB 
dieselben Dinge verschieden und auch nicht VBrschiBden sind, ist 
— wiB wir bereits im Kap, III, Art. 7 bemBrkt haben — 
uns wohl undenkbar; daB wir aber niemals vor diB Forderung ge- 
stellt werden, diese „undenkbare'‘ Anschauung zu erleben, ist und 
bleibt ein metaphysisches Dogma, das wir als solches annehmen und 


1 Die ..ZwBckmÈLfiigkeit 11 dieser Wahl ist innerhalb unsrer SynthBsis ein 

..gliioklicher ZufaLL". 
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in dem wir die ,,Natur M unsres Denkvermijgens in eine VDn uns und 
unsrem Denken unabhàngigB „widerspruchslose Wirklichkeit" |AuBen- 
welt) prDjizieren. Diese dogmatisch behauptete wider- 
spruchsloSB Wirklichkeit ist die Jf lDgisDhe Existenz", 
mit der wir es in den der Logik und Mathematik angehorenden Denk- 
prozessen allein zu tun haben. 

Den Übergang von der formalen zur transzenden- 
ten Bedeutung des Wortes ,,unm iîgli ch " mit voiler Be- 
ruhigung ausführen zu k onn en , ist es, was wir eben er- 
reichen wollen; die „Evidenz“ dieses Überganges ist 
gleichbedeutend mit der ,, Evidenz" der fraglichen 
Wid erspruchslosigk eit. Die Ausführung dieser Betrachtungen 
|in den Einzelheiten jener Regeln) kann erst zeigen, daB diese Evidenz 
wirklich erreicht ist. Selbstverstàndlich darf ich prinzipiell nicht 
von einem „Beweis" der WiilerspruchlDsigkeit sprechen, da ja ,,1d- 
gische Deduktion" nicht zur Anwendung gelangt und auch nicht zur 
Anwendung gelangen darf. Was tatsàchlich geschieht, ist eine ,,de- 
monstratio ad oculos“ der Widerspruchslosigkeit, die aber — bei 
unserem beschrankten Erkenntnisvermijgen — irgendwo, aber jeden- 
falls in einem moglichst beschrankten Anschauungsgebiete, jenen 
Übergang in der Interprétation des Wortes ,,unmbglich" erheischt. 

In diesem Sinne die Widerspruchslosigkeit des Denkbereichs der 
reinen Logik zur Evidenz zu bringen, ist unsre nachste Aufgabe. 

Das Problam der WiderspruchBlosigkelt im DBnkbereichB der 
rBinen Logik. 

B. Wir beginnen mit der Aufstellung jener Regeln, nach denen 
gewisse Eormen P-Formen bzw. 5-Formen genannt werden sollen. 
|Dies sind aber noch nicht die früher erwàhnten P- und Q-Formen!) 

I. Jedes Stellenzei chen s d II eine P-Form Sein. 

II. Mit X soll auch X — v eine P-Form sein und 
umgBkQhrt. 

III. Wenn X eine P-Form ist, sollX — u' eine Q-Form 
sein und umgekehrt, 

IV. Wenn X eine Q-Form ist, soll X~^v' einB P- 
Form sein und umgekehrt. 

V. EinB logische Summe U -f- V soll dann und nur 
dann einB P-Form sein, wenn U oder V einB P-Form ist. 

VI. EinB logische Summe U -f- V bdII dann und nur 
dann eine G-Form sein, wenn 17 und V G-Formen sind. 
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VII. Ein lDgiaches Produkt U X V sdII dann uni nur 
dann eine -P-Form sein, wenn 17 und V P- Formen sind. 

VIII. Ein logisches Produkt 17 X V sdII dann und nur 
dann einB 5-Form sein, wenn 17 oder V eine 5-Form iat. 

IX. Eine Implikation U C V sdII dann und nur 
dann einB .P-Form sein, WBnn 17 einB Q- Form, oder V 
einB P-Form, oder endlich U und V weder P- noch Q- 
Formen sind. 

X. EinB IsologiB U = V und auch Bine Àquipollenz 
t7 1 =] V soll dann und nur dann eine -P-Form sein, wenn 
U und V P- Formen, Dder 17 und V Q-Formen sind, oder 
endlich, WBnn U und V weder P - noch Ô-Formen sind. 

Wir überzeugen uns unmittelbar durch die Anschauung, daB 
disse Regeln für gewisse Formen eine und nur eine der 
Nominationen (Eigenschaften) ,,einB P- Form sein ,, J „eine Q-Form 
sein 11 , ,, weder P- noch Q-Form sein“ festsetzen. So wird z. B. x auf 
Irrund von I. eine -P-Form sein, wahrend keine der übrigen Regeln 
eine Nomination ergibt; ebenso wird xi y auf Grund von IX., 
oder x -Ç- y auf Grund von V. einB P-Form, femer x — ü' eine Q- 
Form sein, wahrend keine der übrigen Regeln einB Nomination er- 
gibt. Für \x u der x < y gibt keine der Regeln eine Festsetzung; 
dementsprechend sagen wir, daB fx oder x « y ,, weder P-Form 
noch Q-Form ist M . 

Kürzer gefaBt soll eine Zeichenform „ ein en bestiminten 
Dharakter besitzen“, wenn durch (wiederholte) Anwendung jener 
Regeln sich für die Zeichenform eine und nur eine jener drei Nomina- 
tion en ergibt. 

Es wird bequem sein, statt des Ausdrucks ,, weder P- noch 
5-Form sein“ kürzer von der betreffenden Form zu sagen, daB sie 
^Ÿ-Form ist“. Wir werden demnach Formen mit P-Charakter, 
O-Charakter und Â-Charakter unt ers ch ai dan. 

Die Anschauung lehrt unmittelbar, daB unter den primaren 
Zeichenformen die Stellenzeichen, ferner x = y, x ( y, x i=> y, x y, 
x X y uni x — ü und nur diese P-FormBn, femer x — n' eine 
Q-Form ist, wahrend für je de andere primare Zeichenform |Kap. IV, 
Art. 12 — 13) sich die Nomination JV-Form ergibt. 

DiB primaren Zeichenformen besitzen demnach einBn durch- 
weg bestiminten Charakter. 

Mit ZuhilfBnahme der vollstandigen Induktion für endlicliB 
Mengen lehrt uns diB Anschauung: 

a) Ist F irgend Bine Form uni sind V x , V , ... Formen 
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von bestimmtBin Charakter, so hat mit F auch dis Form 
S y’ ' " j F einen bestimmten Charakter. 1 

b) WBnn die Formen V mf V y , . .., W x , W y , ... einen be- 
stimmten Charakter besitzen, und V x = W x , V y = W yi ... 
durchweg .P-Formen sind, sd besitzen mit F auch 


’ y, ■ ■ 
f „ v y , ...) 


F und S 


ti: 


y, 

w„. 



einen bestimmten, und zwar denaelben Charakter. 


c) JedB Form hat einen bestimmten Charakter. 

Dabei Bail der Genauigkeit wegen hinzugefügt werdBn, daB 
„einen b bs timmten Charakter besitzen" ,, einen durch die 
Regeln I — X. volls tan dig bestimmten Charakter besitzen" 
bedeutBt, was aber eigentlich selbstverstàndlich ist. Wir haben ja 
überhaupt kein andres Mittel zur ^Bestimmung" des Charakters, 
als jene unter I — X. festgesetzten Regeln. 

Für die primàren Zeichenformen ist das unter a), b) # c) Gesagte 
Dhne weiteres évident. Wir müssen uns also nur überzeugen, daB, 
wenn die in e u erzeugtB Form F u , wo u < t' ist, die in a), b) und c) 
postuliBrten Eigenschaften bpsitzt |t < k) und. t' der unmittelbar auf 
t folgendB Numerator ist, auch F t , disse Eigenschaften besitzt. Dabei 
ist F t » nichts andres als 


n, x, y, . . ,\ 

S \u x , V 9t 


wo .F u und I7 X , U y , ... die aufgeführten Eigenschaften a), b) und c) 
s ch on besitzen. 

Nach a) hat dann jedenfalls F t > einen bestimmten Charakter. 
Ferner ist 


nichts andres als 


x, y . 
F,. F 


y • 




f X , 

y» 


■A 


jSf | 

S (y’ /• " 


::K- . 


P) 


und ebenso 


nr x i y* ■ ■ Tji 

6 w„ W u , ...J*" 


1 Ea sei hier nu ch besonders betont, daB die Schreibweise V x , V v ,..., 
W x , W y ,..., insbesondere diB „Punkte“ durohaus kBine vage Dde un» 
sichere Bedeutung besitzen, sondern nur AbklirzungBn für gewisse 
Ansohauungen sind, diB sohon früher |Kap. IV, Art. 15) genau be- 
schrieben wurden. Dabei ist diB endliche Meuse von Stellenzeichen jetzt 
für die Formen F,, F„,... und W x , W y ,... diBselbB. 
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nichts an drea als 


S 



X, 

y » 

w u . 



a * 

- ( y » 
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Wenn nun V X =W X , F y =TF ÿ usf. durchweg den P-Charakter 
besitzen, so haben wegen der für I7 a , I7 ÿ> . . . geltendBn b)-Eigen- 
schaft auch 


s [v x ;,v y ;:::)v. 



y* 

w„. 



und s o fort denselben bestimmten Charakter, und endlich wegen der 
fürF u geltenden b)-Eigenschaft auch |1) und |2); d. h.: unter den gel- 
tenden Annahmen hat auch FV die a), b), c)-Eigenschaft; sd der vdII- 
stëndigen Induktion gemâfi auch F k ; wumit unsre Behauptung eben 
für .,jede Form" 1 zur Evidenz gebracht ist. 


7. Es kann vorkommen, daB eine Form F nicht nur 
selbst P- Furm (Q-Form), sondern bei Anwendung jeder 

Substitution S ^ ' ' ' ’j , wo U x , V yi ... beliebige Form en 
sind, eine P-Form (Q-Form) ergibt. Wir wollen dann 
F einB P-Form bzw. Q-Form nennen. 

Die Anschauung lehrt, dafl z. B. die Formen 

x = x oder x C [x 4 y) 

P-Form en sind. Setzt man in x = x für x irgend eine Form U, 
sd ergibt dieSB Substitution U = TJ eine Isologie, deren erater und 
zweiter Teil 17 ist, d. h. auch den P-Charakter besitzt. Nach X. ist 
|Art. B d. K.) tatsàchlich 17 = 17 eine P-Form, alsD x = x eine 
P-Form. 

Ebenso wird aus x C (z 4 y) t wpnn man 17 für x und V für 
y setzt, 

17 C [17 4- F]. 

Wenn 17 eine P-Form, ist nach Y. auch U 4 V eine P-Form, 
und nach IX. auch 17 C [U 4 F) einB P-Form. Wenn TJ einB 
Q-Form, wird wieder nach IX. diese Form auch eine P-Form. Wenn 
endlich U weder P-Form noch 5-Form ist, so wird U 4 V P-Form, 
wenn V einB solche ist; und weder P-, noch 5-Form, WBnn V nicht 
P-Form ist. Nach IX. wird auch in diesem dritten Falle tatsàch- 


1 Jede Form antateht der Définition nach durch dBn in Kap. IV, Art. IB 
bBachiiBbenen endlich on Denkprozeû. 

KÎJnlg, Mengenlehre. 


S 
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lich U C 17 -f V eine P- Form. Also ist auch x C | x y) eine 
P- Farm. 

Es.entsteht demnach die Frage: Ist es für jede Form entscheid- 
bar Dder gar entschieden, ob si d P-Form, Q-Form Dder eventuell 
keines der beiden ist? In dieaer Allgemeinheit brauchen wir uns mit 
der Fr âge gar nicbt zu beschàftigen. Per Augenschein lehrt, daG P- 
Formen sich nur unter den P-Formen, und 0-Formen nur unter den 
Q-Formen finden; womit die fundamentalo Anschauung sich ergibt, 
daGjede P-Form von jeder Q-Form verschieden ist. 

Dazu kommt ferner mit Hilfe der vollstàndigBn Induktion für 
endliche Mengen die Erfahrung, daG j e il b lDgischB Form 
eine P-Form ist. Um zu dies en Anschauungen zu gelangen, 
miissen wir uns vor allem überzeugen, daG die logischen Grund- 
formen durchweg P-Formen sind. Es ist daa ein recht langwieriges 
und mühsames Geschàft, aber durch Erschijpfung der auftretenden 
Falle ebenso zu absolvieren, wie dies oben beispielsweisB für die 
Formen |Ia) und (III c) schon geschehen. 

Mit Rücksicht auf das Ungewohnte dieser Betrachtungen einer- 
seits und auf die fundamentalo Wichtigkeit dieser an den logischen 
Grundformen zu erfahrenden Anschauungen andrerseits, künnen wir 
es niclit dem Leser überlassen, sich von der Evidenz der Anschauung, 
daG jede logische Grundform P-Form ist, zu überzeugen, sondern 
wir miissen den ganzen endlichen Denkprozeû, in dem wir diese An- 
schauung erleben, ausführlich darlegen. 

B. Wir betrachten zuerst jene logischen Grundf ormen, 
in denen das Stellenzeichen x und nur diesBS |als Teil- 
name) auftritt. Es sind dies 1 (la), (Ilf), (Hg), (Ilia) sowie (Va) 
bis |Vd). In erster Reihe also: 

x = x, \x X x) = x y [x 4- x) = x und x C x . 

Bei irgend einer Substitution wird an Stelle von x eine P-Form, 
eine Q-Form oder eine Â-Form gesetzt. Man siBht, daG bei dieser 
Substitution mit x nicht nur x selbst, sondern auch x X x und 
x -f x nach V. bis VIII. eine P-Form oder einé Q-Form ist, wahrend 
für den Fall, daG für x eine W-Form gesetzt wird, lieine der gegebenen 
Regeln zur Anwendung gelangt, also auch x X x und z-f- x V-Formen 
sind. Nach X. sind also jene Grundformen (als Isologien) durchweg 


1 Die rûmischen Zahlen mit dBn Indices a, b, . . . bezeichnen diB logischen 
Grundf urmen |Art. 1, d. K.), diejenige ohne Index die RBgBln des Art. 9, d. K. 
DaB bei der logisohen Grundform |IV) kein Index vorhanden ist, wird wohl kein 
MiBverst&ndnis hervorrufen. 
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P-Formen. Endlich ist nach IX., mag für x einB P-, Q- oder I^-Form 
gesetzt worden, xtx immer eine P-Form; und ebenso ist diea nach 
II., III., IV. und X. für (Va)— (Vd) der Fall. 

Wir gehen nun zu jenen logis ch on Grundformen liber, 
in denen die Stellenzeichen x, 1/ und nur diese auftreten. 
Es sind diea: |Ib), (lia), |IIc), |IIIb) — |III d), |IIIj), |IV), |Ve) 
bis |Vh). 

Bei irgend einer Substitution wird an S telle von x einB P-Form, 
eine Q-Form oder eine N-Yorrn gesetzt, ebenSD für y; die Anschauung 
lt'hrt, daB demnach immer nur einer der in folgender Tafel zuaammen- 
gesetzten Falle auftreten hann. 


X 

_L 

X 




X 

y 

p 

p 

p 

« 

p 

N 

Q 

p 

Q 

Q 

Q 

N 

N 

p 

N 

V 

N 

N 


fP- Formï 

Setzt man nun für x BinB | Q-Form| und für y einB P-Form, 
lA-FDrmJ 
fP-Forml 

so wird x = y nacli X. einB |iV-FDrm> und Bbenso y = x. End- 

Iv-FDrmJ 

lich also wird [x = y] = [y = x] in jedem dieser FïIIb eine P-Form. 
Ebenso betrachten wir die Falle, wo für y eine Q - oder Â-Form ge- 
setzt wird, und die Anschauung zeigt unmittelbar, daB auch bpi 
jeder dieser Substitution en, alao überhaupt bei je der Substitution 
aus der betrachteten Form eine P-Form wird. 

ÀhnlicliB Anschauungen sind weiter für jedB der aufgezâhlten 
Grundformen zu „erleben M . E3 ware aber doch wohl schon Papier- 
vers ch w en dun g, dies für jede der Grundformen ausführlich zu be- 
schreibBn. Allerdings iat ea aehr wünschenswert, daB der Leser diea 
nicht einfach ala „wohl richtig" annimmt, sondem die Tatsache, 
daB je de dieser Grundformen P-Form ist, wirklich „Brlebt“. DiB 
Evidenz dieSer Anschauungen iat ja eben die ultima ratio dieser 
Betrachtungen. 

Weiter haben wir Grundformen, in denen diB Stellen- 
zeiohen x, y, z und nur dieSB auftreten. Es sind diea (II b), 
|IId), (Ils), (III b), (Illh) und |IIIi). 

Es ist dann jeder der bei irgend einer Substitution für x und y 
auftretenden Fâlle mit der Substitution einer P-, Q- oder N-’Foim 

B* 
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fiir z zusammenzustellen. Was dabei geschieht, gelangt in folgen- 
der Tafel 1 zur Anschauung: 


X 

y 

z 

X 

y 

z 

x 

y 

z 

P 

p 

P 

p 

P 

Q 

P 

p 

N 

Q 

p 

P 

Q 

P 

Q 

0 

p 

N 

N 

p 

P 1 

N 

p 

Q 

N 

p 

N 

P 

Q 

p ! 

P 

Q 

Q 

P 

Q 

N 

Q 

Q 

p 

Q 

0 

Q 

Q 

0 

N 

N 

Q 

p 

N 

0 

V 

N 

0 

N 

P 

N 

p 

P 

N 

G 

P 

N 

N 

0 

N 

p 

Q 

N 

Q 

0 

N 

N 

N 

N 

p 

N 

N 

0 

N 

N 

N 


Sd überzeugen wir uns an der Hand dieser Tafel, daB die aufge- 
führten Grrundforinen in der Tat durckweg P-Formen sind. Ab- 
kürzungen des ganzen Verfahrens ergeben si ch übrigens sehr leicht 
bei den einzelnen Gnuidformen. 

S o Sehen wir fiir 

[■+(» + »)]*[(*+») + •] Pb) 

daB, wenn auch nur für eines der Stellenzeichen x, y Dder z eine P- 
Forrn gesetzt wird, x4 \y -f- z) und \x 4 y) 4 z beide P-Formen sind 
und damit auch (II b) eine P-Forrn wird. Es werden also weiter nur 
noch jpne Fàlle zu betrachten sein, wo weder für x, noch für y, noch 
für z eine P-Form gesetzt ist. (Es bleiben noch acht Falle.) 
Âhnliches gilt für 

[x x [y x z)] = [\x X y) X z\ f (II d) 

wo nur P und Q die Eolien tauschen. 

Für die Grundform 

[ \x + y) X z] = [|ü X z) 4- \y X z)] |IIe) 

sieht man, daB, wenn für z eine Q-Form gesetzt wird, welche 
Farm immer auch an Stelle yon x und y gelange, \x 4 y) X z und 
|x X z) -f \y X z) beide 5-Formen werden, womit es klargestellt ist, 


1 Ea treten hier genau 27, sowie früher 3 bzw. 9 verschiedBne Falle auf. 
Dffenbar hut dieae Anschauung der Anzahl mit den Betrachbungen des Textes 
ni ch ta zu tun. Wir hatten den „AnzahlbBgriff lf für endliohB MBngen unab- 
hangig von dÎBSen logischen Betrachtungen schun einführen konnBn Das ist 
aber überflüssig. Der Übersichtlichkeit w egen benützen wir ihn jeduuh in den 
Erl&uterungen, die dadurch etwas kürzer werden. 
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dafl (Il b) in diBSen |neun) Fàllen eine P- Farm wird. Àhnlich wenn 
x un d z oder auch 1 / und z P-Formen werden (fünf Fàlle). Femer, 
wenn x und y Formen gleichBn Charakters aind (vier neuB Fàlle). 
Dis übrigen Fàlle |es bleiben noch neun) werden am raschesten ein- 
zeln erledigt. Ea werde z. B. für x eine Ÿ-, für y eine Q-, für z eine 
P-Form gesetzt. Ea wird dann x -f- y eine Ÿ- und (z 4- t/) X 3 eine 
N- Form; femer wird x X z eine Ÿ-, y X z einB 5-Form, und endlich 
\x X z) -f \y X z) eine Ÿ-Form. 

Bei der dem Syllogismus entsprechenden Grundform 

[(zC y) X \ytz)]t[xtz] |IIIe) 

sieht man, dafl, wenn für x eine Q- oder für z eine P- Form ge- 
setzt wird, auch xCz und damit auch |IIIe) eine P-Form wird 
|15 Fàlle). Wenn für x eine P- Dder Ÿ-Forin, für z eine Q - Dder N- 
Form gesetzt wird, wird xtz eine Ÿ-Form. |EinB Iinplikation iat 
niemala Q-Form.) Dies gibt aile übrigen Fàlle. Man überzeugt sich 
leicht, dafl auch |x C y) X \y C z) dann immer eine Ÿ-Form wird. 

Bei den Formen 

[xc \y C 2 )] C [ \x X y)lz] |IIIh) 

[> * y) c*]c[*c \y C 2 )] |IIIi) 

werden sowohl x C \y C z) wie \x X y) C z beide P-Formen, wenn 
y_ eine Q- Dder z eine P-Form wird, oder auch, wenn ÿ und 2 
N- Formen aind |18 Fàlle). Wird aus x eine Q-Forai, so hat man 
für jene Formen wieder P-Formen |drei Fàlle). Ea bleiben noch 
folgende Fàlle: PPQ , NPQ, PNQ, NNQ, PPN, NPN , die der 
Reihe nach für xi\ydz) und \x X y) C z durchweg iV-Formen er- 
geben, womit e3 évident wird, daB die betrachteten zwei Grund- 
formen P-Formen aind. 

Es verbleiben endlich noch die Grundformen |IIIf) 
und |IHg), in denen die Stellenzeichen x, y, z, u auftreten. 
Auch hier kann an Stelle des unmittelbaren |S1 Fàlle umfassenden) 
Yerfahrena ein kürzeres treten. 

Insbesondere bemerkt man bei 

[ \x c y) x \z C u)] c [ \x x z) c | y X u )] (Illf) 

unmittelbar, dafl, wenn man für x oder z eine 5-Form setzt, 
\xXz) C \yXu) und dBmnach auch |IIIf) nach IX. eine P-Form wird. 
Es verbleiben demnach nur mehr dis Fàlle, wo weder x noch z eine 
5-Form wird, wàhrend für y und u beliebig P-, Q- oder i^-Formen 
gesetzt werden. Es ist demnach jeder der in der Tafel 
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X 

z 

X 

z 

P 

P 

N 

P 

P 

N 

N 

N 


aufgeführten Fàlle mit jedem Falle zusammBnzustellen, der sich in 
folgender Tafel fin d et: 


y 

u | 

y 

u 

y 

u 

p 

p 

Q 

p 

N 

P 

p 

Q 

Q 

Q 

N 

Q 

p 

N 

Q 

N 

N 

N 


Wird aber y Dder u eine Q-Form, su ist [x C y) X [z tu) jetzt, 
\vo eben x uni z nicht (3-Formen sind (und eins Implikation niemals 
Q-Form sein kann), eine jV-Form, und ebenso | x X z) C [y X u). 
In diesen Fâllen ist demnach |IIIf) tatsàchlich P- Form. Und statt 
der zweiten Tafel ist nur no ch die folgende 


y 

u 

y 

u 

p 

p 

N 

P 

p 

N 

N 

N 


zu berücksichtigen; wd die verbleibenden |1B) Falle sebr leiclit zu 
übersehen sind. Insbesondere die (4) Falle, wu y und u P-Formen 
werden, sind auf den ersten Blick als P-Formen zu erkennen. 

Die Grundform 

[ \* ( y) x (* c «)] c [|* -f *) c I» -f “)1 |Hlg) 

erheischt ganz àhnliche Betrachtungen, die ausführlich darzulegen 
um so weniger notwendig ist, al3 sie sich aus den soeben hingeschrie- 
benen sofort ergeben, wenn man x, z und Ç mit y, u und P vertauscht. 

9. Die vollstandige Induktion für endliche Mengen bringt es 
endlich in der Tat zur Evidenz, dafl, sd wie jede logischB Grundform, 
überhaupt j e dB logische Form P-Form ist. Dabei haben wir 
auf die in Art. 2 gegebene Bescbreibung des en dli ch en Dcnkprozesses 
zurückzugreifen, durch den überhaupt logis ch b Formen erzeugt werden. 
Sei die so erzeugte Form F k ; wir überzeugen uns dann leicht, dafl, 
w r enn diB logischB Form F t eine P-Form ist und t' der auf t folgendB 
Numerator, immer auch FV eine P-Form ist; womit eben der voll- 
stândigen Induktion entsprechend auch diB Anschauung gewonnen 
ist, dafl F k eine P-Form ist. 
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Die Form F t > wird durch Anwendung eines der PrinzipB |I), 
\W), | D) oder |*S) (Art. 2 i. K.) gewonnen. Diese verschiBdenen 
F aile sind gesondert zu betrachten. 

( I ) Bei Anwendung einer „beliBbigen , ‘ Substitution 


D *- 2/. ■ ■ A 

Û U„ ...) 


(d. h. einer sol ch en, wo U x , U y , . . . irgendwelchB beatimmte Formen 
sind) wird in der Implikation 

w 

p) 


[U 



der „erste Teil": 




a 



X, y, . 

V x , u„, . 

und der „zweite Teil": 


d [ x > y* 
ù 17 V , 


x, y, . 
,17., V y , . . 

das heiBt: 


x , 

y* - A 

S 

S 

*■ y- ■■■) tj 
\V„ v„ ...) 

i/,,.. .J 



x. 

y, --A 

S 

S 

x. y, . • A y 
[17-, v„ . . ./ K » 
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Es gibt keine Festsetzung, nach der eine Isologie 5-Form wàre; 
d. h. eine Isologie ist P-Form oder JV-Form, und zwar je nachdem, 
ob der erste und zweite Teil der Isologie denselben Charakter be- 
sitzen oder nicht. Hat nun der erstB und zweite Teil von (1) den- 
selben Charakter, so zeigen die in Art. S gegebenen Entwicklungen, 
daB der erste und zweite Teil von |2) gleichfalls denselben Charakter 
besitzen. Damit ist für diesen Fall gezeigt, daB der erste und 
zweite Teil von [I) denselben Charakter besitzen, oder daB [I) eine 
P-Form ist. 

Ist aber |1) eine Â-Form, sd kann (2) einB P- oder jV-Furm 
sein. Mag aber welcher immer dieser FüIIb eintreten, so ist douh 
1 1) einB P-Form, wovon wir uns eben überzeugen wollten. 1 

| W) Es ist unmittelbar Bvident, daB 17 und 17 — n Formen sind, 
die denselben Charakter besitzen, was eben wieder den P- Charakter 
der in | W) gegebenen Implikationen sichert. 


1 Das iibliche „qu. b. d.“ ist hÎBr Brst reoht am PlatzB; das „demonstran- 
dum“ ist im engsten Si nue de a Wortes das j.Zeigen" einer Anschauung. 




120 


V. Théorie der logisehen Formen. 


| D) Wenn V uni U C V P- Formen sind, sd ist damit für die 
JmplikatiDn 17 C V gesagt, daB V eine P-Form ist; U und 17 C V 
sind aber den schon gewonnenen Anschauungen gemàfl nach jeder 
Substitution P-Formen, d. h. P-Formen; womit es évident wird, 
daB au ch V eine P-Form ist |bei jeder Substitution eine P-Form 
bleibt). 

1*5) Der schon gewonnenen Anschauung nach isb W eine P- 
Form; daB dies auch für 3 W der Fall ist, lehrt die einfache 
Bemerkung, dafl die Anwendung einer ..beliebigen' 1 Substitution 



d. h. nach der an W schon gewonnenen Anschauung eine P-Form gibt. 

Damit ist aber die in Art. 5 beschriebene Anschauung tatsàch- 
lich erreicht. Es sei L irgend eine logische Form und mit dieser dem 
Prinzipe \W) entsprechend auch L — n eine logische Form; diB An- 
schauung lehrt uns, wie wir soeben gesehen, daB L — v eine P-Forin 
ist. Wiire nun L — u' den beschriebenen Anschauungen gemâB 
auch einB logische Form, su müBten wir die Anschauung gewonnen 
haben, daB L eine g-Form ist. Jede P-Form ist von jeder Ç-Form 
verschieden, und es wiire in unsrer Anschauung die Form L von sich 
selbst verschieden. Das ist unmoglich iin normativen Sinne des 
Wortes; aber nach der an der erwahnten StellB ausführlich dar- 
gelegten Annahme auch im doginatischen, transzendenten Sinne 
des Worbes. 

10. DaB für irgend eine Form L nicht L—'V und L — o' beide 
logische Formen sein konnen, ist der Satz der Widerspruchlosigkeit 
in der Théorie der logischen Formen, Dder auch im DenkbBreichB 
der F. L.-Nominationen, oder endlich im Denkbereiche der reinen 
Logik. 

Für den Denkbereich der reinen Logik ist damit gesagt, daB „in 
diesem Deukhereiche 11 irgend ein Erlebnis nicht „wahr" und auch 
,,falsch“ sein kann. Man kann ja L als voiles Dingzeichen hetrachten, 
das Zeichen irgend eines bestimmten Erlebnisses ist. Mit anderen 
Worten: Ein Erlebnis, das in diesen Denkbereich aïs unabweisbare 
TatsaciiB aufgenommen ist, wiri durch kein Erlebnis des Denk- 
bereichs als unannehmbare Tatsache hingestellt. Aber auch nicht 
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als „weder unabweiabare noch unannehmbare Tatsache 11 . DiB An- 
schauung zeigt, daB der Denkbereich der F. L.-Nominationen durch 
Aufweisung der logischen Grrundformen, der logiachen Erzeugungs- 
prinzipe, und durch die Beschreibung der endlichen Denkprozeaae, 
diB zu leventuell neuen) F. L.- Nomination en fiihren, bestimmt wird; 
dieaelbB Anachauung zeigt, daB bd eben wieder nur F. L.- Nomination en 
erzBugt werdBn und BDmit der Denkbereich der Grrundnorm unarea 
Denkena entapricht. DaB „Lnom.F. L.“ dem Denkbereiche nicht 
angehort, iat ein Erlebnia, daa bei der Anachauung dea Denkbereicha 
auftreten kann, aber der Beachreibung dea Denkbereicha, d. h. der 
Anachauung nach nicht ein Erlebnia, daa dem DenkbereichB an- 
gehort. DaB „Lnom. F. L.“ dem DenkbBmcliB nicht angehort, aagt 
nicht mBhr und nicht weniger, al3 daB L aich unter den f ,logiachB 
Formen“ genannten Dingen nicht vorfindet. DaB L trotzdem aich 
untBr den logiachen Formen findet, aagt wieder, daB L von aich 
Selbat verachieden iat. 1 

Ea aei beim AbachluB dieaer Betrachtungen nochmala betont, daB 
ea aich durchweg um reine Anachauungsprozeaae handelt, zu denen 
aich am Ende daa Anschauungapoatulat gesellt, demzufolge ea „un- 
moglich“ iat, daB ein Ding von aich selbst verachieden iat. 

Die Erzeugung irgend einer Form ist unmittelbar ein Erlebnia 
(objektiviert ein ,, Cregenatand") un3rer inneren Anachauung, die 
durch diB für dÎB Formen benützten Schriftzeichen wohl in kràftiger 
Weiae unteratützt wird, aber von dieaem Hilfamittel „bei entaprechen- 
der Yervollkommnung“ dea Anschauungsvermogens 2 * * * * * ganz unabhangig 
iat. DiB Anschauung unterrichtet una weiter, Db eine — und dann 
nur eine — der Regeln I — X. auf diB Form anwendbar iat und ,,dem- 
gemàB“ diB Form P-, Q- oder N- Form gBnannt wird. Und ea iat wieder 
direkte Anschauung, in der wir erkennen, daB jede logische Form 
P-Form ist. Über die direktB Anachauung geht dabei nur daa ,,dem- 
gemaB" in der Faaaung des voratBhBnden Satzea hinaus. Dieaea 
,,dBmgBmàB" fordert, daB den Regeln I — X. entsprBchBnd Bine und 
nur eine der Nominationen P-Form, Q-Form, i^-Form geaetzt werde. 
Eine solche Featsetzung, bei der gewiaaen Dingen dBrselbe Name 
zuzuordnen iat, iat eine Urfunktion unarea Denkena, und unumgang- 
lichB Yorauaaetzung des ,,logischen“ Denkena. 8 

1 Dafl ich für irgBndein L nicht weifl, und vielleicht überhaupt nicht ent- 

schciden kann, ob es aich unter den logiachen Formen findet, oder nicht findet, 

iat davon verachieden, und kann nicht ab ovo zurüokgBwieBen werdBn. 

1 Die entsprechendBn Auaführungen aind denen in Kap, III, Art. 2 analog 

und aollen hier nicht wiederholt werden. 

8 Man kônnte auoh in dBr apraohlichen Aua dru cka weiae dieSBr Auffaaaung 

in hBherem Maûe dadurch gere oh t WBrdBn, daü die RBgeln I — X. an dora formuliert 
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Sd ist es — um ein bei den Untersuchungen iiber die Natur des 
Zahlbegriffs vielfach angewendetes Bild zu benützen — in der Tat 
nur ein gewissen willkürlichen Festsetzungen entsprechendes, spiel- 
artiges Setzen von Marken, das an die Stelle des logischen Denkens 
tritt ; aber durchaus nicht so, dafi dieses Spiel das logische Denken 
,,ist‘ ' ; wohl aber wird durch dieses ,, Spiel" das Problem der Wider- 
spruchlosigkeit geradezu auf dieses einfachere, niedrigBre An- 
schauungsgebiet übertragen und damit reduziert. 

Es sei noch bemerkt, dafi die Sprache, die mit und im logischen 
Denken entstanden ist, si ch unwillkürli ch und beinahe ausnahmslos 
in logischen Analogien bewegt. So wird selbst der logisch und mathe- 
matisch geschulte Leser auf den ersten Blick durch die Behauptung 
liberrascht sein, dafi die ganze Reihe dieser Betrachtungen ohne Be- 
nutzung der logischen Deduktmn durchgeführt ist. Bei unsrer 
logischen Gewohnung, oder eigentlich Verwühnung ist, um dies zu 
konstatieren, voile Aufmerksamkeit notwendig. So sagen und denken 
wir: „T7 ist eine P-Y orm; „also" ist auch U -f V einB P-Form". Wir 
benützen ganz ruhig die Ausdrucksweise des logischen Schlusses; 
wàhrend doch nur von willkürlichen Regeln, nicht aber von „unab- 
weisbaren Tatsachen" die Rede ist. Bei der Beschreibung des Denk- 
bereichs der -P- Nomination en ,,involviert" da3 einB Erlebnis das 
andere; was aber, wie wir schon zu Beginn des zweiten Kapitels 
auseinandergesetzt haben, ein vom logischen SchlieBen ganz ver- 
s chie den er, vor allem viel einfacherer Denkakt ist. 

Der Satz dBs ausgBschlDSBBnen Dritten und die Schullogik. 

11. Der Satz des Widerspruchs wurde in diesen Be- 
trachtungen nicht unter die logischen Grrundsatze auf- 
genommen. Wohl aber ergibt er sich als an dem ÜBnk- 
bereiche der reinen Logik erfahrenes Ans chauungsgesetz. 
Trotzdem konnte der eingeführten genauen Terminologie entsprechend 
dieser Satz auch ein ,, logis cher Satz" sein, was übrigens, wie schon 
bemerkt wurde, die eben durchgeführten Betrachtungen nicht über- 
flüssig macht, ja nicht einmal vereinfacht. Es wird leicht zu 
sehen sein, dafi diB hier für den Satz des Widerspruchs gegebenBn 
Entwicklungen den Forderungen einer pràzisen ErkenntnistheoriB 
entsprechen. Es hat sich schon gezeigt, dafi der Satz übs Wider- 


werdBn. Man konnte z. B. statt X. sagBn: ,,Eine Isulogie heifit einB P- Form, 
sei Narne des Erlebnisses, dafi der erBte und zwBite Tbü der Isolugie Formen 
gleichen Charakters sind“. Ich glaube abBr, dafi das Ungewohnte dieser Aus- 
arucksweise unser Denken eher yerwirren als erleichtern würde. 
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spruchs und der Satz des ausgeschlossenen Dritten durch logis ch e 
Deduktion |mit Hilfe des Schluflprinzips) aus einander ^folgen", d.h. 
dafl die entsprechenden Formen àquipollent sind. Für die aufge- 
worfene Frage genügt es demnach, die dem Satze des ausgeschlossenen 
Dritten entsprechende Form 

[x — n] -f [i x — ü'] 

zu untersuchen. Dabei zeigt es sich unmittelbar, dafl diese Form 
keine P-Form ist, d. h. unter den logischen Formen sich gewifl nicht 
fîndet. Bei der Substitution einer iV-Form N für xwird aus jener Form 
eben, da N — - ü und N-*-* d' wieder Â-Formen sind, auch einB Â-Form. 
Damit ist aber die aufgeworfene Frage durchaus nicht erledigt. DiB 
Einführung der P- und Q - Nomination en ist eben nur eine Méthode, 
die uns für den Denkbereich der reinen Logik gute Dienste leiatet 
und insbeSDiidere das Problem der Wider3pruchlosigkeit in der aus- 
geführten Weise erledigt. Wenn wir aber jetzt den Satz des aus- 
geschlossenen Dritten unter die logischen Grrundsàtze, und dement- 
sprechend die Forin |z-^d) -f- [x — ü') unter die logischen Grund- 
fo^pien aufnehmen und dann dieselben logischen Erzeugungsprinzipe 
wie früher statuieren, erhalten wir eben einen anderen Formenbereich, 
und in der Interprétation: einen anderen Denkbereich, den wir der 
Kürze wegen als ^Denkbereich der Sehullogik" bezeichnen wollen. Die 
fvühere Bemerkung, dafl der Satz des ausgeschlossenen Dritten keine 
P-Form liefert, zeigt nur, dafl jene Méthode der P- und J-Nomina- 
tionen jetzt nicht zum Zi pie führt; zeigt aber nicht, dafl der Denk- 
bereich der Sehullogik für die Beschreibung „notwendigen Denkens" 
unbrauchbar ist. 

Uni eine Beschreibung ,,notwendigpn" Denkens zu erhalten, mufl 
aber die Interprétation der logischen Formen Satze ergeben, die wir 
als évident anerkennen. Um in diese Aus dru cks weise nicht mehr als 
unbedingt erforderlich hineinzulegen, Wûllen wir wieder sagen, dafl 
die logischen Formen F-Formen sein müssen. Für diese F-Nomina- 
tionen verlangen wir aber beini „notwendigen" Denken noch weiterB 
Eigenschaften. 

Den unabweisbaren Tatsachen sind unannehmbare Tatsachen 
und entsprechend den F-Formen IF-Formen gegenüberzustellen ; 
wahrend der Denkbereich ein Wahrheitsbereich werden soll. Wir 
werden dem gerecht, wenn wir bestimmen, dafl mit X auch X — d 
eine F-Form sein soll und umgekehrt; und weiter: wenn X einB F- 
Form ist, soll X — n' eine IF-Form sein und umgekehrt. SowiB: 
Wenn X eine IF-Form ist, soll X ■ — d' eine F-Form sein und umge- 
kehrt. Wir fordem schliefllich eine solche Beschaffenheit des „Wahr- 
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heitsbegriffs", daB „A oder B iat wahr“ nur iànn ala ^ctwendig" 
erkannt wird, wenn zam mindesten A wahr iat oder B wahr ist; 
was in unsrB Ausdrucksweise übersetzt folgendB Regel ergibt: Die 
logis che Summe 17 -f F ist dann und nur dann eine F-Form, wenn 
U oder F eine F-Form ist. Es müssen Bndlich die logis chen Erzeugungs- 
prinzipe gelten. 

Soll nun dem Satze des ausgeschlossenen Dritten Bntsprechend 
[ x — o] -f [x — o f ] 

einB logische Grundform sein, so müssen wir fordern, daB diese Grund- 
formselbst SDwie die aus ihr beiirgend einer Substitution entstehenden 
Formen F-Formen seien. Ist aber X irgend ein Erlebnis, sd ware 
damit gesagt, dafl X — n oder X — n' jedenfalls F-Form ist. Jedes 
Erlebnis wâre ,,wahr" oder „falsch‘'; genauer ausgedrückt: jedes 
Erlebnis ware als unabweisbare oder als unannehmbare 
Tatsache in dBn Denkbereich aufzunehmen. Der Denk- 
bereich der Schullogik müfitB der sog. abs olute WahrhBitsbereich 
sein, dem jedes Erlebnis als unabweisbarB oder unannehmbare Tat- 
sache angehort. Ist aber in dieseni Falle A irgend ein Erlebnis, so 
müBte auch das Erlebnis, daB von den Erlebnissen A — d und A — d' 
eines und nur ein es dem Denkbereiche angehort, wieder dem Denk- 
bereiche angehoren. Diese ,,imprâdikativB ,li Bestimmung deutet 
auf eine Schranke unsres Denkens. Offenbar ist ein solcher Denk- 
bereich nach Kap. II, Art, 1 (im normativen SinnB des Wortes) un- 
moglich. Die Beschreibung eines Denkbereichs geht davDn aus, daB 
jedes Erlebnis „gegeben“ oder ,, nicht gegeben“ ist; die Synthesis 
des Denkbereichs statuiert, daB die gegebenen Erlebnisse und nur 
diese dem Denkbereiche angehoren. Das Erlebnis E' (oder E"), 
daB das Erlebnis E dem DenkbereichB angehort (oder nicht angehort), 
ware nichts andres, als das Erlebnis, daB E gegeben (oder nicht ge- 
geben) ist und daB diese Eigenschaft auch je dem andrBn gegebenen 
(oder nicht gegebenBn) Erlebnisse zukommt. Ein solchBS Erlebnis 
wâre aber weder gegeben noch nicht gegeben; die Eigenschaft, ge- 
geben oder nicht gegeben zu sein, hat absolut nichts damit zu tun, 
ob irgend ein anderes Erlebnis gegeben Dder nicht gegBben ist; wàh- 
rend doch jenes Erlebnis E‘ die Henntnis aller gegebenen (oder nicht 
gegehenen) Erlebnisse voraussetzt. Das heiBb: 

Um zu entscheiden, ob das Erlebnis E' (bzw. E") gegeben oder 
nicht gegeben ist, muB es schon entschieden sein, ob E' (bzw. E") 
gegeben oder nicht gegeben ist. Dieser Denkakt ist für uns tatsàch- 
lich „unmoglich“; wir kimnen ihn nicht ausführen. DieSB Beschrei- 
bung des Erlebnisses E ' (oder E") müssen wir f allen lassen; es ware 




Il — 12. Der Satz des ausgesvhlossenen Dritten und die SckuUogik. 125 


aber, wie schon |Hap. II, Art. 7) auseinandergesetzt wurde, zum 
mindesten übereilt, jenes Erlebnis selbst als unmoglich zu bezeichnen. 
Diese antinomischen VBrhàltnissB werden unmittelbar geklart, wenn 
wir bedenken, daB jene3 Erlebnis E f |DilBr Æ7") eine Anschauung ist, 
die wir an der Synthèse (Kons trukti on) des Denkbereichs 
selbst gewinnBn, d. h. die diese Synthèse s ch un VDraussetzt. 

Mit anderen Worten: Nach der Grrundnorm unsres Denkens ist 
pin absDluter Wahrheitsbereich, dem j e des Erlebnis als unabweis- 
bare oder unannehmbare Tatsache angehort, ,, unmoglich" ; eine 
solche AnnahmB muB ausgeschlossen bleiben. Dies entspricht tat- 
sàchlich dem EntwiBklungsgange der exakten Wissenschaften. MüBten 
wir z. B. das ParallelenaxiDm als wahr oder falsch in unsem ,,Denk- 
bereich" aufnehmen, so gàbB es keine absolute |nicht-euklidische) 
GreometriB. Und die bekanntB Anekdote, nach der LaplacB die 
Existenz Bottes als eine in der mécanique célpstB überflüssige Hypo- 
thèse bezeichnet, drückt eigentlich denselben Gedanken aus. 

12. Der Denkbereich der reinen Logik unterscheidet sich vdh 
der ,,Schullogik“ nicht nur durch di b Stellung, die den Sàtzen des 
Widerspruchs und des ausgeschlDSsenen Dritten zukûmmt. Wenn 
wir einmal erkannt haben, daB nicht „jedes" Erlebnis als unabweis- 
bare d der unannehmbare Tatsache dem Denkbereiche angehoren kann, 
so konnte nach dieser Prazisierung unsrer Anschauungen, was ja in 
der , J Schullogik“ nicht explizitB ausgeschlossen ist, diese mit der 
,, reinen Logik' 1 übereinstimmen. Dies ist aber nicht der Fall. 
Sie unterscheiden sich noch immer in einem wesentlichen Punkte. 
Wir haben die Form 

[at3/]t[|ÿ — b')c|® — d')] 

nicht Tinter die logischen Grundformen aufgenommen; trotzdemihre 
Interprétation einen Denkakt beschreibt, der bisher, so viel ich weiB, 
ganz allgemein als notwendig, évident anerkannt wurde. DieSB 
Interprétation lautet: Wenn y aus x folgt, sd muB auch ,,x ist falsch" 
aus ,,y ist falsch" folgen. Allerdings ist dis ,,Notwendigkeit" dieses 
Schlusses ein schwerer Irrtum, in den wir kaum mehr verfallen, wenn 
uns ar logis ch es Denken durch den Begriff des Denkbereichs schon 
pràzisiert ist und damit das Vorurteil des absoluten Wahrheitsbereich3 
entfemt wurde. Offenbar sind bei jener SchlufiweiSB die Eigenschaften 
„dem Denkbereiche nicht angehoren" und ,,dBm DenkbereichB als 
unannehmbare Tatsache angehoren" als nicht verschieden gesetzt, 
was in der Tat, aber auch nur dann der Fall ist, wenn wir von einem 
ErlebnissB E irgendwiB schon wissen, dafl E — ü oder E ■ — d # dem 
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Denkbereiche angehijren muB, wàhrend der Fall, daB weder E — 1> 
noch E ~~ n' dem Denkbereiche angehort, offenbar übersehen ist. 
Der prazisB SchluB, der sich uns in der Tat aufzwingt, ist der folgende: 
Wenn xi y, d.h. aus x das y folgt, und y dem Denkbereiche nicht 
angehbrt, so kann x dem Denkbereiche nicht angehijren; sonst müBte 
auch y dem Denkbereiche angehijren, was nach der (jrundnorm 
unsres Denkens ausgeschlossen ist. Gehort y— -ü' dem Denkbereiche 
an, sd würde bei denselben Annahmen auch y — o dem Denkbereiche 
angehijren, was abermals |wegen der WiderspruchslDsigkeit des Denk- 
bereichs) ausgeschlDSSen ist. Keinesfalls dürfen wir aber die so zur 
Evidenz gebrachtB Tatsache, daB x Dder auch dem Denk- 

bereiche nicht angehort, mit dBr davon ganz verschiedenen Tatsache, 
daB x — v' dem Deukhereiche angehijrt, verwechseln. Für gewisse 
Erlebnisse ist jener SchluB richtig; nicht aber für ,,jedes“ Erlebnis x. 

Dabei ist aber ein naheliegendes MiBverstàndnis zu vermeiden. 
Wenn wir den Satz des Widerspruches oder den Satz des ausgeschbs- 
senen Dritten nicht als Eigenschaft des „fBrtigen“ Denk- 
bBreichs, sondern als lDgiscliES Grrundgesetz — in dem hier 
gebrauchten prazisen Sinne disses Ausdruuks — auffassen, so werden 
wir zu der absurden Annahme eines absoluten Wahrheitsbereichs ge- 
zwungen. Das ist unter allen Umstânden ausgeschlossen. Nicht so, 
wenn wir von dem Deiikhereiche der reinen Logik zu dem Denk- 
bereiche einer prazisen Schulbgik übergehen, indem wir jetzt 

[> C j/] c [ \y — c') c {x — o')] 

unter diB logischen Grundformen aufnehmen. DiesB Annahme ist 
für uns — der gebrauchlichen Ausdrucksweise nach — ein neues 
Axiom (siehe spàter Kap. VI, Art. 1). Ausführlicher gesprochen: 
Wir wollen annehmen, daB, sobald xiy und y — d' dem Denk- 
bereiche angehijren, auch x — u' dem Denkbereiche angehijren soll. 1 
Damit ist allerdings ein neuer Denkbereich definiert: der Denk- 
bereich der prazisen S chullogik, der nun in dBr Tat ein Bxakter 
^widerspruchsloser) Wahrheitsbereich ist, aber sine Annahme ent- 
hàlt, diB durchaus nicht sd „notwendig ,f ist, wie es die Annahmen 
der reinen Logik sind. Wir werden mit HilfB dieses Denkbereichs 
gBwissB Denkvorgànge ^zweckmaBig" beschreiben, dürfen aber nie- 
mals vergessen, daB wir eben jenB (rein lDgiscli nicht immer moti- 
vierte) Annahme gemacht haben. Damit ist das erste Beispiel für 
die exakte Beschreibung gewisser Denkvorgànge gBWDnnBn, in denen 
eben auch nicht unbedingt ,,nDtwendigB“ Annahmen enthalten sind. 


1 Es ist dies selbstvBrst&ndlich tain b vîbI weniger sagende AnnahmB, als 
daD für jedes Erlebnis x Bntweder x — b Dder x — b' dem Bereicha angehort. 
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Dafi der Denkbereich der pràzisen Schullogik in der Tat Bin 
exaktBr (widerspruchsloser) Wahrheitsbereich ist, kann s ehr lei cht zur 
Evidenz gebracht werden. Wir überzeugen una unmittelbar, dafi die 
neue Form Bin 9 P-Form ist, indera wir die Falle, dafi x bzw. y P-, 
Q- oder N-Formen sind, samtlich überblicken, und dann die Betrach- 
tungen, dis für den Fall des Denkbereichs der reinen Logik angestellt 
wurden, jetzt Wbrt für Wort wiedprholen. 

SpbzIbIIb EntwicklungBn zur TheorlB dBr loglschan FormBn. 

13. Der endlicho Denkprozefi, der in Art. 2 d. H. ausführlich 
beschrieben wurde und dis Erzeugung der logischen Formen ergibt, 
ist als ,,bestimmt“ anzusehen, wenn dio zugrundo gelegtB Formen- 
inengB gegeben ist und bei ,,jedem einzelnen Schritte der DeduktiDn" 
sowohl daa zur Verweniung gelangende logis che Prinzip, wie au ch 
diB schon erzeugten logischen und andere Formen gegeben sind, 
,,auf welche“ das Prinzip eben angewandb wird. Wenn diea geschehen 
ist, bleibt für irgBndwelchB Willkür (freie Wahl) kein Raum mehr. 
Der Denkprozefi ist eben vollstàndig beschrieben und liefert eine be- 
bestimmtB logiscliB FormP fc . JedeS solchB Verfahren wird Algorith- 
mus genannt. |Di d Darstellung selbst zeigt unmittelbar diB voll- 
kommene Analogie mit den Algorithmen der Mathematik.) 

Der Algorithmus ist durch s sine BestimmungsstückB gegeben; 
die BestimmungsstückB selbst sinil gewissen gegebenen Dingen in 
freier Wahl zu entnehmen. Wie dies geschieht, ist vorderhand ganz 
gleichgültig; wir erhalten doch immer logis chB Formen und durch 
diB Interprétation dieser Formen logischB Sàtze bzw. logischB Gesetze, 
die für uns den Charakter der Evidenz besitzen. Wir versuchen jedoch, 
diese freie Wahl ,,zweckmaflig“, d. h. so vorzunehmen, dafi wir zu den 
in unserm Denken erfahrungsgemàfl benützten logischen Gesetzen 
VDrdringBn und in dieser Weiss das Rüstzeug unsres „nDtwendi- 
gen“ logischen Denken3 durch die (jetzt eben genau beschriebene) 
logischB Deduktion uns gewissermafien neu erschaffen. Sd entsteht 
einB beliebig ausdehnbare spezielle TheoriB der logischen Formen, 
aus der wir jedoch hier nur einige wenige SâbzB herausheben. Dabei 
kommt es uns darauf an, diB Art dBr logischen Deduktion an Bei- 
spielen zu erlautem, aber dieSB Beispiele auch so zu wahlen, dafi 
diB wichtigsten undweiterhin anzuwendenden logischen GesetzB jais 
Bestandteile unsres p> notwendigBn“ Denkens) zur Evidenz gelangen. 

Wir beginnen mit der prinzipiell sehr wichtigen Erweiterung 
dBS S chlufiprinzips und erkennen das (Ans chauungs-) Gbs etz : 

Mit 17, I7'und[I7xl7'](Fist auch F Bine 1 □ gis ch b F or m. 
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Dur ch die Substitution S \^j y, wird aus |IIIi) 

[ | Z7 x 17') c F] c [t7 c (IT c F)] 

und dies ist nach dem Substitutionsprinzip eine logische Form. Den 
gemachten Festsetzungen nach ist auch (17 X 17') C V eine logische 
Form. Durch zweimaligB Anwendung des SchluBprinzips ergibt sich 
dann |wie in der Fuflnote zu Art. 4), daB V eine logische Form ist. 

Eine weitere, für die Bedeutung der logis chen Deduktion selbst 
sehr wichtige Bemerkung ist die fûlgende. 

Durch die Substitution S wird aus <in i) dis logische Form 
[(* x y) Cü]C [xC \y C x)]; 

die Bemerkung, daB hier |sc X y) ( x die logische Gruniform |IIIbj) 
ist, gestattet die Airwendung des SchluBprinzips, so daB auch 

x C [y C x] 

als logische Form erkannt wird. Setzt man hier für x irgend eine 
logische Form L, für y irgend eine Form F, so erhàlt man wieder 
pin h logische Form 

L C [F C L] 

und erkennt, indem wieder das SchluBprinzip zur Anweiidung kommt, 
daB, wenn L irgend eine logische Form, F eine beliebige 
Form ist, immer auchFcL eine logische Form ist. Die 
Interprétation dieser logis chen Form ergibt ein sehr merkwürdiges 
logisches Gesetz: Die AnnahmB, dafl irgend ein Erlebnis 1 
unabweisbare TatsacliB ist, zwingt mich, jedes logischB 
Gesetz als unabwBisbare Tatsache anzuerkennen. 

Es wàre wohl ganz verfehlt, hierin ein en „BBweis" oder auch 
nur eine tiefere Begründung der Evidenz des logis chen Denkens zu 
sehen; die ,, Evidenz 1 ' ist nur in der unmittelbaren Anschauung ent- 
halten und kann von dieser nicht getrennt werden. Wohl aber faBt 
dieses fondamentale logische Gesetz in einer einzigen AussagB die 
voIIb erkenntnistheorBtische Wertung zusammen, die unsrB Fest- 
setzungen dem Denkbereich der reinen Logik beilegen jund diB wir 
sehr bald auch auf andere ^axiomatisriiB" Denkbereiche übertragen, 
insofem wir den in den ,,Axiomen“ ansgedrückten Ann ah m en die 
Evidenz der logischen GesetzB beilegpn). 


1 Sd auch z. B. das Erlebnis, dafl ich denke, mir irgend einen Denkakt 
vorstelle. 
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14. Unter den lugischpii Gpsetzen sind es die mit dem sog. Identi- 
tiitaprinzipe der Schullogik zusammenhàiigenden, die ain haufigsten 
zur Anwendung kommen. Ihre Deiluktion geschieht, wie folgt: 

Wenn wir in dem Isologieprinzipe fiir U , V, W der lleihe nach 
x, y und x = z setzen, erhalten wir die logische Form: 

[* = »]![-»(*) (* S »)*«(*) (x=z)\ 

utler 

O = »] <[!* = *)- (y = *)]■ [a) 

Imlem wir in (III j, ) die Substitution «SI ï ’ ï ) ausfiilircn, 
ergibt sich nach dem Substituts on sprinzipe die logis ch» Form: 

[(* = *) = !» = *)] < [I 1 = *) c {y = *) 1 ; |b) 

und n un wieder, indem wir in |IIIe) die Substitution 
S { x ’ y ’ z ) 

\x = y s | x = z)= \y = z), ix = z)iijf = z)l 
ausführen, die logis che Form 

[|( a =2/) c ((*=«)= \y=z))\ x.\{[z=*) = \y=z)) c (I x=z) c 12/=*))}] 

C[(ï=ÿ) c |(i=z) ' [y =*))]. e 

Nach der obigen (Art. 13) Erweiterung des SchluBprinzips er- 
gibt sich daim, wenn für U und U' die unter |a) und (b) stehen- 
den logischm Formen gesetzfc werden, ans (c), ilafi au ch 

[x= y]C[\x = z)t\y = z)] fil) 

fine logis clie Form iat. 

Dur ch Ausführung der Substitution S ( * ’ ] L ’ 1 ) 

= y, x = z, y = zf 

in |IIIh) und abernuilige Anwendung des Schlufiprinzipes 1 ergibt 
si eh endlich die logis ch e Form : 

[ (œ = y) X |x = z)} C [y = z] (J,) 

und wegen \x = y) = \y = x) au ch die logis ch e Form: 

[(2/ = x) X {x S z )] c[i/ = z]. (J.) 

1 Die genauB Ausführung der Deduktion unter Berufung auf die zur Anwen- 
dung gelangenden logischen Formen, Substitutionen und Prinzipe, ist ein sehr 
einfaches, abBr langwieriges GBsehâft. Uni zu ZBigen, wie das in praziser Weise 
geschieht, genügen wnhl die bisherigen Beispieie. Und es wird wohl besser sein, 
wenn wir in der Folge dBn Leser nicht ermüden, und den Gang der Deduktion 
nur mehr kürzer andeuten. 
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Di? Interprétation von | Jj) und |J 2 ) ergibt die beiden Arten, in 
denen der SchluB von Isologien auf Isologien jldentitàten auf Iden- 
titàten) am hàufigsten zur Anweniung gelangt. 

Sehr leicht ergebpn sich — was wohl nicht naher ausgeführt zu 
werden braucht — die logischen Formen 

[* = y] c [|* -f u) = |ÿ hF- «)] 

und 

fi = y] C f(i X u) = \y X «], 
die ebenfalls hàufig zur Anwendung koinmen. 

15. Ein wichtigrs Hilfsmittel unsrer Darstellung ist die allge- 
nieinB Beschreibung gtwisser Formen, die wir als logis che Pro- 
dukte (bzw. logis che Summen) ein es endlichen Formen- 
komplexes bezeichnen werden. 

Ist Z k wieder die Menge der Numeratoren, die < k' sind, so kann 
man jedem dieser Numeratoren eine bestimmte Form zuordnen und 
die dem Numeratur i zugcordnete Form mit F t bezeichnen. Die 
Formen des Komplexes sind dann 

F\, F zt ..., F k Dier F 1 ,. \i < k ’) . 

Dabei ist k' der auf k unmittelbar folgende Numerator, und die 
Bezeichnung trotz der jjPunkte" eine vollig bestimmte, wenn diese 
Punkte an die sclion gegebene Menge Z k und die gleichfalls gegebene 
Zuordnung erinnern. Die Zuordnung der Numeratoren und Formen 
ist nicht umkehrbar eindeutig; jedem Numerator entspricht eine be- 
stimmte Form, aber diese Form bestimmt den Numerator nicht. 
Wenn die Formen F { \ i<k') durchwpg verschieien sind, ist dies 
natürlich der Fall. Aber es kijnnen sich bei der hier geltenden weiteren 
Annahme auch einzelno üfter vorfinden, voneinander nicht ver- 
schieden sein; z. B. F 1 und F 2 ; dann bestimmt der Numerator die 
zugehorige Form, aber diese Fdtiii bestimmt den Numerator 1 nicht, 
da eben auch 2 dieselbe Form bestimmt. 

Der Naine ,,logisches Produkt oder logischB Summe eines end- 
lichpn Formenkomplexes" wurde bisluu: nicht gebraucht; wir konnen 
als o die mit diesem Namen zu belegende Form frei bestimmen. 

Ist insbesondere k die 2, sd dafl der Formenkomplex diB ,, Elé- 
ments 11 (Formen) F v F 2 und nur diese enthalt, sd kann als logisches 
Produkt des ForniEmkomplexps [F L , F z ] geradezu F 1 X F z , d. h. das 
logische Produkt, dessen ers ter ïeil F\ und dessen zweiter Teil F 2 
ist, bezeichnet werden. 
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Ist femer k die 1, sd daB der Formenkomplex die Form und 
nur dieses Elément enthàlt, so soll ala logisches Produkt des Formen- 
komplexea (1^) geradezu die Form F 1 bezeichnet werden. 

Im allgemeinen wird nun das logis che Produkt eines endlichen 
Formenkomplexea mit Hilfe der vollstandigen Indukbion für endliche 
Mengen beatimmt. Diese Art der Bestimmung wird kurz ala re- 
kuraive Bestimmung bezeichnet. 

Der der Numeratorenmenge Z k > zugeordnete Formenkomplex 
\F lf . . ., F k , F k ] kann auch sd beschrieben werden, daB der Formen- 
komplex [F lf . . F k ] der Numeratorenmenge Z k umkehrbar eindeutig 
zugeordnet ist und wir dann daa neue Elément FV aufnehmen, das 
dem Numerator k‘ zugeordnet sein soll. Das logische Produkt des 
Formenkomplexea \F lf . . .,-FJ oder (FJ | i < k') soll nun definitiv mit 



bezeichnet werden. Es soll dann 

t \l* t = iip.) X F k . 

sein, w r o k " wieder den auf k' unmittelbar folgenden Numerator be- 
zeichnet. Dffenbar sagt hier das Zeichen = zu wenig; JT -F,- iat 

i<k" 

geradezu die als zweiter Teil jener Isologie gegebenen Form; also 
wohl auch mit dieser Form isolog. Um neue Bezeichnungen nicht 
allzusehr zu hàufen, soll eg für die Symbolik bei jener Isülogie bleiben; 
offenbar genügt dies im Kreise logis cher Betrachtuiigen, wo ja isologe 
Formen für einander eintreten kbnnen. 1 

Mit Hilfe der Anschauungen, die in der vollstàndigen Induktion 
für endliche Mengen beschrieben werden, ist damit JT-^,- vollstàndig 
beschrieben. i<1 ' 

Man hat dann für die einfachsten Falle (bei jener Anwendung 
des Zeichens =): 

1 ^=^. 

IJ/i s [F j X F,], 

IR. = [(*’. * x *,]. 

i <’d' 

[[F; = [[IF, x F,) x F,) xf ( ], 

usf. 


1 Um sd mehr, als disse Ungenauigkeit der Bezeichnung durck das eben zu 
deduzierBnde ,,knmmutative Gesetz der logischen Prcdukte“ wieder gehuben wird. 
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Wir kormen offenbar die Formen des Komplexes den Nuniera- 
toren mit Ausschlufi des Falles, wo Z 1 auftritt, in vers chie dener 
Weise zuordnen. Um dies zu sehen, brauchen wir ja z. B. nur fest- 
zusetzen, dafi ni dit Fj der 1, F 2 der 2, SDiidern F 1 der 2 und F z der 1 
zugeordnet b pi. Allgemein konnen wir die Z pi ch en 

r i K < V) 


als Zeichen der Numeratoren i \i < h') auffassen, mit der Bestim- 
mung, dafi für je den dieser Numeratoren pin es und nur pin es jener 
Zeichen, und zwar für verschiedone Numeratoren vers cliied eue Zeichen, 
gesetzt werden, was z. B. erreicht ist, wenn r t die 2, r 2 die 1 und 
jedes andre r i das i bpzeichnet. Dffenbar kann diese Festsetzung 
selbst in vers chie il en er Weise prfolgen. Wie die, s auch immer gps ch eh en 
sei, werden die Mengen 

F T( | i < k) und F { \i < k') 


dieselben Elemente enthalten; man sagt entsprp ch end, dafi die 
1 ogi s ch en Pr o du lit e 

\\l\ und n^« 

i<k' i<k' 

sich nur dur ch „die Beihenfolgp ilirpr Faktorpn“ unterscheiden und 
konstatiert, dafi 






ein e logis che Form ist, deren Interprétation lias sog. kommutative 
liesetz der lDgischen Multiplikati on liefert. Dafi (C*) für 
den beliebigen aber bestimmten Numerator k vins logische Form ist, 
wird mit Hilfe der vollstandigen Induktion für endliche Mengen zur 
Evidenz gebracht. Die Anschauung lehrt in der Tat, dafi (G\), d. h. 
F 1 = F 1 eine logische Form ist, und weiter, dafl, wenn l irgend ein 
Numerator, der < k ist, mit \t\) aucli |CV) eine logische Form ist. Die 
letztere Behauptung ist aber nochnüher auszuführen. Für [C 2 ) hat man 

[i?! X F 2 ]= [i-\ X F 2 \ oder [I<\ X l'\] = [F J X F,], 

die in der ïat logische Formen sind. Der entspre chende Schritt vdu 
\CJ zu |C7 a ) ist besonders auszuführen: 

Die logische liruiidform |JId) liefert dm ch die Substitution 

S 

die logische Form 

[Fi X \F t x F a )] = [| F, x F a ) x F 3 ]. 


X, IJ, z'j 

Fi, F it FJ 
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Ebenso ist auch, wenn man F 2 mit F 3 vertauscht, 

[F, x (F, x FJ] = [|F X x FJ x FJ 

ein 0 logische Form. Es ist il an a ch auch 

[(F, x FJ x F 3 \ = [(F, x F a ) x F 2 ] 
i*i h b logische Eorm 

Âhnliche Sclilüsse zeigen, dafi j n île il er Eorm en 

[F, X Fj] X Fj , [Fj X F 3 ] x F 2 , 

[F 2 x F a ] x Fj , [F 2 x F,] x F 3 , 

[F 3 x F,] X F 2 , [F 3 X F 2 ] x F, 

mit [Fj X F 2 ] X F 3 isolng ist, un il ilamit, dafi auch 

Il Fr, = 11^ |DJ 

i <, b' i<ii' 

logische Eorm ist. Die Anschauung lehrt eben, il a U in lier hinge- 
schiiebenen Eorm je île miigliche Wahl von r v r 2 , r 3 erschopft ist. 

Mit | C z ) ist demnach auch l^) logische Eorm; uni die vollstàndige 
Induktion fiir en il li che Mengen anwenden zu konnen, ist aber nDch 
zu zeigen, dafi mit |C7 t ) auch | CV) logische Forin ist, was nach einer von 
Lej eune-Dirichlet herrührenden Schlufiweise geschieht. 

Der Annahine nach ist 

I I Fr, = [ I F, [Q 

i<l' i < l 

logische Eorm. Es ist demnach auch 

[ Il I Fr,) X Fl'] = II F, 

i<L' i<7' 

eine logische Eorm. Es ist aber der Annahme nach auch 

HFr, = [([p'F r ,)xF rj ] 
i<l' . i<l' J 

eine logische Eorm, wo andeuten soll, daflE r aus der Reihe der 
EuimenE r( ausgelasstn ist. Also ergibt sich die weitere logische Forin 

[IlII^Fr,) X Fr) X Fl'] = JTF,'. IC, 1 ) 

t< v 3 i<r 

In dpm ersten T pii dieser Isologie kann aber nach |(7 3 ) jetzb F r ^ mit 
F v vertauscht werden, wahrend in 

[n ,J 'Fr,] X F, , 
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■wd statt r j jetzt V steht, nach ([7J die Reihenfolge der Faktoren 
beliebig gewühlt werden kann. Es steht demnach in dem ersten 
Teil VDn \C{) jetzt das beliebige r, an letzter St elle, und die übrigen r 
an beliebigen Stellen. Nach der Vertauschung von r ^ mit V ist dem- 
nach \G{) nichts an der es, als die zu erhàr tende logis ch e Eorm ((7 r ). 

IB. Die Définition der logischen Summe eines endlichen 
Forinenkomplexes geschieht in analoger Weise wie dis des Pro- 
duktes; es ist nur statt ,,PrDdukt" „Summe n zu setzen und ent- 
sprechend das Zeichen X mit -f- zu vertauschen. 

Als logische Summe des Forinenkomplexes (jPJ bezeichnen wir 
F 1 selbst; als logische Summe von \F 1} F 2 ) bezeichnen wir F x ^ F 2 . 
Die allgemeine Définition geschieht wiedcr rekursiv. Wenn inan 
die logische Summe der Formenmenge |FJ [i * Je) mit 



bezeichnet, soll 

2*. = [(2^)+^'] 

i<k" i<k' 

sein. So wird z. B. 

= + -F*] 

i<4' 

USW. 

Es ergibt sich, was wohl nicht ausgefiihrt zu wprden braucht, 
ganz wie friiher, das sog. kommutative Gresetz der logischen 
Addition, das sich in der logischen Form 

= 2^ (c\) 

{ < k' 

ausdrückt. 1 

1 Wir haben hier endlich GelegenliBit, diB Anmerkung in Kap. IV, Art. 3 
zu crgànzen. Dffenbar ist naoh |II i — f) 

[|* -f z) x \y + z)l = [\x x y) 4- 1* x z) -ï- |z x y) + z) , 

wo wir nach dem für logischB Summen bowiesenen kommutativen Gesetze in 
] t)i ch tv erstandli ch er Analogie mit den DntsprechendBn mathematischen Bezeich- 
nungen, die Parenthesen im zweiten Teile ÜBser IaolDgie zum Teile fortlaaeen 
konnten. 

WàrB nun daa zweite distributive Gesetz 

W* Xy)~ l 1 z] = [\x -f z) X [y -f z)] 
bîii b logische Form, so würdu sich hieraus unmittelbar auch 

[I* X y) 4- z] = [|* X y) -F \x X z) -f I zXj/li z] 
als logische Form ergeben. Sind x, y, z Zeichen von ErlBbnissBn, so kbnnte die 
.^nabweisbarkeit 11 des zweiten Toiles bedeuten, dafl z und y unabweisbare Er> 


2*V, 

<<*' 




il. Spezielle Entwieklungen zur Théorie der logiaohen Formen. 135 

17. Die den Identitàtssàtzen enta pre ch end b allgemeine logische 
Form 

\T\ \&i = ( [^1 = G*'] 

i<F 

ergibt sich wieder durch vollstàndige Induktion. 

Erwàhnt werde noch die dem KettenschluB entspre- 
chende logische Form 

I K t ) 

i</c' 

Man liât, wenn k die 1 oiler 2 bedeutet, die schon bekannten 
logis ch en Formen 

[Gj C Cr 2 ] C [G, C G 2 ] , 

[|Gi c Gj) X |G Z c G 3 )] c [G, C G a ] 

(die durch Substitution aus (III a) un il (III e) entstehen). Beachtet 
mari, daB au ch 

[G 3 c G 4 ] c [G, c 0 4 ] 

eine logische Form ist, so erhalt inan durch die Substitution 

» ( f » y » ^ » u \ 

l(0i C G*) X |S 2 CG a ), S'jCG'a, 0,(04. 0 3 C O J 

aus (Illf), in dem man das Scliluflprinzip anwendet, die logische 
Form 

[((Gri c G 2 ) x \G 2 c G 3 )) x \G d c G 4 )] t [(G^ c G 3 ) x \G 3 (. G 4 )] . 

Da nach (III e) auch 

[[G^G,) x (G.cGJM^cry 

eine logische Form ist, ergibt sich durch abermaligt? Anwendung 
von |IIIe) auch 

i<*' 

als logischt Form für den Fall, daB k dit) 3 ist; und mû ber durch 
die vollstàndigo Induktion die allgemeinB logische Form | K k ). 

Lebniaæ aind. Eine Bedeutung, die dem erateii Tbüb marnais zukommt. Dort iat 
nur z uder nur x und y oder beide unabwBisbar. Nur z und y findBt aich nicht. 
I)iB beidBn Interprétation en widBrspreuhen aich wohl nicht, aber aie aind doch 
VBrachiBden. 
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ÜBr AussagBkalkül. 

10. Der sog. Auss agekalkül fügt den logischen Grrundformen 

IlDDh 

l>(ÿ] = [|x— d') -f |ï/ — ü)] 

als SDlche liiiizu. DaB diese Form nach unsern Festsetzungen keine 
lDgischp Form ist, kann unmittelbar klargestLdll werden. Sie müBte 
ilann bei jeder Substitution pine P - Form bleibtn ; also z. B. aucb, 
wenn für x uiid y jV-Formen gesetzt werden. Dann würde aus di?m 
ersten Tpile jener Isologie pine P-Forrn, aus dem zweiten Teil b fini» 
2V-Form und dip Isologie selbst eine N- und keine AForm. Um 
dips zu v pmi pi d pii, müBte fine Bpstinimuug getroffen werden, nach 
der j eile Form P- oder Q-Form ist. Damit sind wir wieder auf jene 
Betrachtungpn zurückgewiesen, die wir in Art.. 11 angestellt haben. 
1)pv Satz dps ausgeschlossenpn Dritten müBte dur ch fine logische 
Form dargestellt soin und wir wàren wieder zu déni als ^nniDglich" 
erkannten absolutpn Wahrheitsbereich gplangt. 

Die Bpgriindor des sog. Aussagekalküls haben diese Unmüglicli- 
keib wohl ni dit klar erkannt, aber dueh sehr wohl gefühlt und durch 
fine sehr merkwiirdigp, aber du ch eigpntlich wertlose Interprétation 
umgangpn; in dipser Interprétation wird JJ wahr“ und ,,falsch“ in 
eineni ganz neuen Sinne gebrauclit, der mit der erkenntnistheore- 
tischen Bedeutung dieser Worte gewifl nichts niehr zu tun hat. 

Wir nehinen im Aussagekalkül einfach an, daB je des Erlebnis 
, J gpgébpii“ oder ,,nicht gpgeben“ ist, und nennen die gegebenen Er- 
lebnisse ,,wahr“, die nicht gegebenfn ,,falsch“; es wird aber dann 
noch weiter fpstgesetzt, daB die Erlebnisse E und E', insDfern sie in 
diesern Sinne beide wahr oder bei de fais ch sind, als isolog zu betrachten 
sind, so daB die IsDlugie E = E' nur dann nicht bestpht, wenn von 
den Erlebnissen E und E ' das eine ,,wahr“, das andere ,,falsch“ ist. 
Dffenbar entsteht so ein Denkbereich, in dem pigentlich nur ,,das 
Wahre" und ,,das Falsche" durch die logischen Grrundbegriffe ver- 
kniipft werden. (reradezu verwirrend wirkt aber dann der Name des 
„Aussagekalküls M , der ja d a durch entsteht, daB aus den Aussagen 
ailes, was diese als ,, Aussagen" charakterisiert, ihr Inhalt, demgemàB 
sie wahr oder falsch sind, wegzudenkpn ist. Dann verlipren aber auch 
die logischen Grrundbegriffe ihren Inhalt vollstandig; wàhrend doch 
unser wissenschaftliches Denken in erster Reihe die Anwendung 
dieser logischen Glrundbegriffe genau btschreiben soll. 

Nach jenem .Grundgesetze des Aussagekalküls ware 

(x—o')HF (y—o) 
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wahr, wenn x falsch oder y wahr ist, iind en würdB eben x C y 
dieselbe Bedeutung haben. In lier Tat wiril im Aussagekalkül 
angenommen, daB x C y „wahr“ ist, wenn x falsch ist, oder auch 
wenn y wahr ist. DaB aber mit diesen Annahmen ailes weggefallen 
ist, was irgendwie noch an lien Sinn lier Worte ,,alsü“ oder „folgt“ 
prinnert, ist klar. 80 würde z. B. ans der Aussage, daB ich im letzten 
Sommer lias Matterhom bestiegen, die liichtigkeit des Eermatschen 
Satzes folgen, und zwar einfach deshalb, weil ich eben im letzten 
8 animer das Matterhom ni dit bestiegen habe. Trotz der Eolge- 
richtigkpit seiner Sabzo kann wuhl demnach nicht behauptet werden, 
ilafi lier Aussagekalkül znr wissenschaftlichen Beschreibung unsres 
logis chen Denkens auch nur das geringste beitragt. 

Der Aussagekalkül ist ein exaktes, d. h. widerspruchloses Spiel 
mit lien Dingen, die willkürlich „das Wahre" und „das Bals elle" 
gmamit werden, und die ebenso willkürlich durch gewisse Itegehi 
befolgende Kelationen verknüpfb werden. Ein e Anwemlung auf 
,,wissellSDhaftliche ,, Problème ist ilainit auf einen ganz un bed eut end en 
Best reduziert. 



Sechstes Kapitel. 

Axiomatische Formen- und DenRhereiche. 

ErstB BbSChrBibung dBr axiomatischBn BoreichB. 

1. Es seien gewisse Formen „gegeben“; d. h. es seien Fest- 
sotzungen gpti'Dffpû, nach denen es flir jedes Ding entschicden ist, 
ob es eine gegebene Form ist oder nicht. Wir nennen disse Formen 
die axiomatischen Grundf ormen des Formenbereiches A. 
Die logis ch en Grundformen sind auch jetzfc „die logischen [irund- 
formun des Formenber eiehs A“. 

Die (irimdformen des Formenbereichs A sollen auch Z -Formen 
genannt werden. 

Wir statuieren daim in voiler Analogie zur Théorie der logischen 
Form en die folgenden Prinzipe: 

1 1) Wenn 17, V , W beliebige, aber bestinimte Form en sind, soll 

[U = F] c [s (;) W = S (*) w\ 

eine J-Form sein (Isologieprinzip). 

| W) Es sollen, wenn TJ eine beliebige, aber bestimmte Form ist, 

17 C [17 — d] und [17 — o] c 17 

^ -Form en sein (Wertungsprinzip). 

| D) Mit 17 und 17 C V soll immer auch V eine J -Form jsein 
(Deduktions- oder Schluflprinzip). 

(*$') Wenn 17 eine beliebige aber bestimmte Form und W eine 

beliebige aber bestimmte zl-Form ist, soll auch S \jjjW eine J -Form 
sein |Substitutionsprinzip). 

Damit sind die Hilfsmittel gegeben, um den als „logische De- 
duktion im FormBnber ei che A il bezeichneten endlichen Denk- 
prozefl endgültig zu beschreiben. 

Es sei eine endliche Monge von Formen gegeben, mid zwar, wenn 
diese Menge der Z t -Meng 0 aquivalent ist, und r < l, so sei U r die 
dem Numerator r eindeutig zugeordnete Form, TJ t die „letzte“ Form 
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dieser Menge. Es sei weiter e 1 dag Erlebnis, daB eine Form Elément 
dieser Menge und daB die logis chen sowie di s axiomatischen Grund- 
fürmen des Formenbereichs A eben zl -Formen sind. Es sei ferner 
B f das folgende Erlebnis: Durch Anwendung eines der Prinzipe |I), 
| TF), | D) oder | S) wird aus den Form en U, V, W bzw. den -Formen 
U t TJ — V, TJ C V eine Form F t erzeugt, die auch d-Form genannt 
wird. Dabei sdII die Tatsaohe, daB 17, V, W Formen sind, ein Teil- 
erlebnis von e lf ferner die Tatsache, daB 17, 17 — * o oder TJ C F 
schon d -Formen sind, ein Teilerlebnis von e r bzw. e r und e a sein, 
wo e r < e t und e a < e ( isfc. 

Ist insbesondere dieser endliche DenkprozeB der £ t -Menge a sui- 
vaient, so soll die in dem Erlcbnisse e k erzeugte Zl-Form F k als 
durch den gegebenen endlichen DenkprozeB erzeugt bezeichnet werden. 
Dffenbar konnen auch die Grundformen des Formenbereichs A so 
erzeugt werden. 

Jede durch einen solchen DenkprozeB erzeugte J -Form soll 
eine Form des Formenbereichs A, kürzer auch eine Form 
ans A genannt werden. 

Der endliche DenkprozeB selbst wird als logis che Deduktion 
iin Formenbereiche A bezeichnet. 

Dffenbar ist jede Form aus A, wie überhaupt jede Form, in dem 
bislier gebrauchten Sinne desWortes, derLiterpretation fiihig (Kap.IV, 
Art. 17). Durch die Beschreibung der Formen aus A wird in ers ter 
Reihe ein Denkbereich beschrieben, dem als Erlebnisse die Tatsachen 
angehoren, daB gewisse Formen Formen aus A genannt werden; 
wo die Frage, Db dieso Abmachungen den Denkbereich ,,vollstandig“ 
beschreiben, nicht weiter erdrtert wird (vgl. überhaupt Kap. V, 
Art. 3 und 4). 

Die Interprétation der Formen aus A ergibt einen Denkbereich J), 
dem gewisse Sàtze bzw. Gesetze, und unter diesen aile logischeu 
Sàtze bzw. Gesetze, angehoren. Der Denkbereich D wird durch die 
den axiomatischen Grundformen entsprechenden Satze bzw. 
Gesetze, die sog. Axiome des Denkber ei chs, vollstandig charakte- 
risiert und soll darum der durch dieso beatimmte „axioniatische 
BeroiDh" genannt werden. Er ist dem Wertungs prinzipe ent- 
sprechend ein Wahrheitsbereich. Dadurcli entsteht aber für jeden 
Denkbereich D di b weitere Frage, Db dieser Wahrheitsbereich der 
Denknorm der Widerspruchslosigkeit entspricht, Db er exakt jwider- 
spruchslDs) ist. 

Ein solcher Fall wurde schon früher erortert. Wir haben in Kap. Y, 
Art. 12 dem Bereiche der logischen Formen diB (einzige) axiomatische 
Grundform 
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[®c ÿ] c [y — n') c (x — o')] 

hinzugefügt, un il den aus dp ni Denkbereiche der reinen Logik so ent- 
standenen Denkbpreich der pràzisen Schullogili als widerspruchslos 
erkannt. 

2. Jm allgempinen wird dur ch diese Brstimmungm der Sinn des 
Ausdrucks ,,Axiüin“ in piner dem gewolmlichen Grebrauehe vijllig 
entsprechenden Weise, aber wohl genauer festgelegt. 

Axiom des Denkberpichs Z) ist ein Erlebnis, das dem Dcnkbereiclie 
D angehürt, und dem wir in l ) diesplbe unmittplbare Evidenz zu- 
schreiben, wie den logis eh en [xesetzpn. Die Axiome sind frei gewahlt; 
ob wir ihnen diese „li)gische Evidenz 1 * mit Recht zusDhreiben, ist 
eine Erage der Erkenntnis tlieorip, die wir nicht berühren. Wohl aber 
beschranken wir uns — wie der in freiem Entschlusse — auf eine 
solche Wahl der Axiome, daB der Denkbereich exakt (widerspruchs- 
los) ist. 

So wird z. B. der Satz des Widerspruchs kein Axiom des Denk- 
bpreichs sein, au ch wenn dieser widerspruchslos ist, wie das friiher 
|Kap. V, Art, 11) zur Uenüge erorlert wurde; es ist vielmehr der 
Satz des Widerspruchs eine an dem Denkbereiche selbst 
g e w o n n e n e n eue Anschauung, deren „Evidenz'‘ von der ,,lo- 
gischen Evidenz*' wesentlich vers chie den ist, insbesondere niclit in 
dem ,,logische Deiluktion 11 genannten endlichen Denkprozesse ge- 
WDnnen wird. Damit soll und wird jedoch durchaus nicht gpsagt 
sein, daB die „Intpnsitat“ dieser Evidenz deshalb guinger ist. Die 
Evidenz liât überhaupt keine Intensitatsgrade. Sie ist VDrhanden 
o der nicht. 

Damit beliaupten wir aber keineswegs, daB der Satz des Wider- 
spruchs fur den als widerspruchslos erkanntpn Denkbereich D über- 
haupt nicht ,,axiomatisiert“ werden kann; wir beliaupten nur, daB 
die Annahme, daB dies im Denkbereiche D selbst geschieht, die 
CTiundnonn unsres Denkens verletzt. In dem wir den Satz des 
Widerspruchs ,,axiornatisieren“, gehen wir zu einem neuen Denlc- 
bereiche D' über, für den wir wohl festsetzen konnen, dafl jedes 
Erlebnis, das dem D angehürt, auch dem D ' angehoren sdII, 
der aber jedenfalls don Satz des Widerspruchs für D als neuts 
Axiom enthàlt. Dieser Satz lautet jetzt: Wenn F eine Eorm 
aus A ist, wird F — o' keine Eorm aus A sein. Die wesent- 
liche Ànderung ist die, daB der Denkbereich D, als adjungiertes 
Ding, als Kollektivbegriff , in die Beschreibung des Denk- 
berBichs D * eingeht und damit für D ein neuBr Wahrheitsbegriff 
|dem DenkbBreiche D f angehorend) auftritt. Wir konnen diesen 
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n eu en Wahrheitsbegriff als Verallgemeinerung des früheren fassen, 
wenn, wie in solchen Fàlhn tatsàchlich geschieht, festgesetzt wurde, 
daB j b il es Erlebnia aus D dpin Dpnkberpiche D' angehoren soll. Audi 
[lies ist ein neues Axiom und kann jwenn wir die Tatsache, daB E 
dem Denkbereiche D ' angehürt, in der Valenz E — w formalisieren) 
dur ch rlie axiomatische Form 

\E — u] c [E — tri] 

ausgedrückt werden. Dagegen ist [ E -* uj] t [£7 — d] durchaus keine 
axiomatische Form aus A wu A' der dem Denkbereiche D' ent- 
sprechende Formenberpich ist. 

ZusammengefaBt : Ans dpn Axiomen und der als „ultimo ratio" 
verbleibenden Annahme, daB diese Axiome in derselben Weise évi- 
dent sind wie die logis chen Lîesetzc, entsteht durch logische De- 
duktion ein Denkbereich, der, wenn er widerspruchslos ist, eine 
wissenschaftliche Disziplin darstellt. An diese ni DenkbereichB selbst, 
an di oser Disziplin erfahren wir neue Anschauungen, der en Notwendig- 
keit oder Evidenz sclmn — infolge dieser Entstehung — von der 
Evidenz der dem ursprünglichen Denkbereiche angehorenden Er- 
lebnisse verschitulen ist. Ni dits hindert uns aber |so geschieht es in 
lier Tat im wissenschaftlichen Dpnken), dipse Anschauungen in einem 
weiteren Denkbereichp, in einer hôheren wissenschaftlichen Disziplin 
von neuem zu axiomatisieren und so fortzufahren. Es wird sich jedoch 
der Natur der Sache n a ch immer zeigen, daB der voile Inhalt einer 
wissenschaftlichen Disziplin nur in il en an einem Denkbereiche ge- 
wonnenen Anschauungm zutage tritt . 


AxiomatischB BereichB für dis Mongonbogriffa. 

3. Wir greifpn jetzt auf die erste Définition der gewohnlichen 1 
Mengen zuriick, in welcher der Mengenbegriff durch Beschreibung 
eines Denkbereichs definiert (gegeben) wurde. 

Jener Denkbereich \var in der dort |Kap. II., Art. 13) ge- 
brauchten symbolischen Schreibweise: 

[G ] , [ x quai. G] inv. [ x rel. B M ] , 

"Wo das Symbol [Gr] andeutet, daB jedes Erlebnis, demgemàB ein 
bestinimtes Ding „gegeben" ist, d.h. die G-Eigenschaft besitzt, dem 


1 Das fiBiwort ,,gBwi>hnliuh“ lassen wir in lier Folge weg, lia bs sioh aus- 
schlieQlich um diB ..gewbhnlichen" Mengen, d. h. diejenigen MBngen h|*idelt, 
die in dBr Msngenlehre bisher untersucht wurden. 
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Denkbereiche angehbrt; wâhrend die Involution besagt, daB, wenn 
x Eigenname eines Diriges ist, das die C?-EigFnschaft besitzt |s Dmi b 
alsu „x quai. Cr" dem Denkbereiche angphürt) auch ,,ærel. a .M“ dem 
Deukhereiche angehoren soll. 

Wenn durch irgendwelclie Festsetzungen die G-Eigenschaft be- 
schrieben ist, oder mit anderen Worten es für jedes Ding entschieden 
ist, ob es gegeben oder nicht, wird allerdings nDch in jedem einzelnen 
Falle nachzusehen sein, ob der Denkberpich nicht als ,,unmijgliDh“ 
auszuschlieflen ist, was der (jrundiiDrm unsres Denkens gemaB dann 
und nur dann der Fall ist, wenn er irgend ein Erlebnia als dem 
Denkbereiche angehbrend und auch dem Denkbereiche nicht an- 
gehorend bestimmt. 

In gewissen F ail en ergibt die Anschauung unmittelbar, daB der 
Dpnkbereich der Grundnorm unsres Denkens genügt. Sd z. B. 

a) wenn, welchea Ding immer auch x bezeichne, die 
Aussage „x besitzt die Cr-Eigenschaft“, von der Aussage, 
daB „ein bestimmtes Erlebnis einem bestimmten Denk- 
bereiche ni cht angehi>rt“, vers chi e den ist und diese auch 
kein Teilerlebnis jenBr Aussage ist. Wie wir dies für diB 
a-Menge aller sich nicht entlialtenden Mengen gesehen haben, 
kbnnte ja im Bntgegengesetzten Falle jener Denkbereich mit dem 
zu definierenden Denkbereiche zusammenfallon und sd, wenn wir 
die Erlebnisse des Denkbereichs als unabweisbare Tatsachen auf- 
fassen, ein bestimmtes Erlebnis als unabweisbarB und auch als un- 
annehmbare Tatsache auftreten. Wenn aber unsere Festsetzungen 
eintreffen, wird die Beschreibung des Denkbereichs eben niemals die 
Tatsache liefern, daB ein Erlebnis dem Denkbereiche nicht angehôrt, 
der Dpnkbereich ist „mûglich“ jaber nuch durchaus nicht ,,logisch 
widerspruchslos“). 

b) EbcnSD lehrt uns die Anschauung, daB der Denk- 
bereich müglich ist, wenn die Bes chr eibung dBr G-EigBn- 
schaft die a-Relation überhaupt nicht benützt; oder 
genauer gesprochen, wenn die Beschreibung der G-Eigenschaft 
erlebt werden kann, ohne daB die a-Relation überhaupt in 
unser Denken eingeht. Dann kann die Aussage ,,x besitzt die G- 
Eigenschaft" für irgend ein x auch bedeuten, daB ein bestimmtes 
Erlebnis einem bestimmten Denkbereiche nicht angehijrt; aber die 
Beschreibung dieses Denkbereichs benützt die a-Relation nicht und 
liefert demnach ein en vdii jenem zu definierenden Denkbereiche 
verschiedenen Denkbereich. DaB ein Erlebnis diesem Denkbereiche 
nicht angehijrt, wird demgpmàfi in diesem Falle gewifi nicht aus- 
gesagt. Allerdings werden wir aber in diesem Falle fordern müssen, 
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daB die zur Beschreibung der G-Eigenschaft dienenden Denkbereiche 
durchweg moglich sind. 

Es sollen nun die Erlebnisse eines solchen — eine Menge de- 
finierenden — Denkbereichs, der der Griindnorm unsres Denkens 
genügt, als Axiome eines durch diese bestimmten axiomatischen 
Denkbereichs aufgefaBt werden. 

Dabei ist aber wohl zu beachten, daB, wenn wir il en Denkbereich, 
lier die Menge definiert, in 

[G ] , [ x quai . G] inv. [ x rel. Q M] 

auch symbolisierten, dn-ses Symbol noch durchaus nicht als die Mengo 
charakterisierender Formenbereich anges phen wprden kann. Hierin 
wurde wohl von gewissen Dingen ausgesagt, daB sie die (r-Eigenschaft 
btsitzen, ebenso würdo uns die Anschauung des Bereichs (nicht 
die Interprétation einer Form des Bereichs) leliren, daB für 
gewisse Dinge das Erlebnis, dafl sie dis (r-Eigenschaft besitzpn, dem 
I) en k bereiche nicht angehort; aber was die (r-Eigens?chaft besagt, 
ware aus dpm Denkberei ch b ganz herausgpfallen. 1 

Urn die ,,Eigenschaften der (r-Eigenschaft“ zu berücksichtigen, 
stelit uns nach dpn bisherigen Entwicklungen eine weitreichendB 
Methoile zur Verfügung, die eben eine „formale“ Beschreibung der 
f r-Eigenschaft gibt. DaB x die C-Eigenschaft besitzt, kann als die 
Interprétation eines bestimmten Forment» ereichs anges ehen werden, 
so daB, um ,,a quai. G 11 zu formalisieren, in allen Formen des Bereichs 

die Substitution S auszuführen ist und demnach, wenn a ein ge- 
gêbenes Ding und F irgend eine Form dieses Bereichs ist, die Form 
*S T | F unter die axiomatischen Formen des die Menge definierenden 
Formenbereichs aufzunehnnn ist, denen dann noch für jedes gegebene 
Ding a noch die Form „arel. fl M“ hinzugefügt wird. DaB ein Erlebnis 
irn Denkbereiche als unabweisbare oder auch als unannehmbare Tat- 
sache auftritt, wird durch x — d oder x — > ü' ausgedrückt; daB aber 
für ein bestimmtes Erlebnis e weder b — o noch c — o' dem Denk- 
bereiche angehort, kann eine an dem Denkbereiche gewonnene An- 
schauung sein, ist aber kein dem Denkbereiche angehorendes Erleb- 
nis und wird auch aus keiner Form durch Interprétation zu erlangen 
sein; solche Formen „existieren M iiberhaupt nicht, d. h. wir haben 
keine solche eingeführt. 

1 Es ist hier eben „x quai. Q“ nicht als Qualitatsform im Sinne von Kap.IV, 
Art. 13 aufzufassen, auiidrrn nur aïs Symbol für die eventuell sehr komplizierte 

Aussage: „x besitzt die Æ-Eigenschaft“ \x ist „gegeben“). 
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Bei dieser Interprétation der ft-Eigenscliaft ist der die Menge 
definierende Denkbireich, auch als axiomatischer Bereich, immer ein 
sol cher, der der G-rundnorm unsres Denkens genügt, und sdIUo er 
sichnDcli als widerspruchslos erweisen, so definiert dieser axiomatische 
Bereich die Menge als „logisch widerspruchslos es Ding“. In dieaen 
Fallen sagen wir auch, daB die Menge „existiert“, gpnauer dafl „die 
Anschauung ihre logis ch e Existent erhàrtet“. 

Offenbar kann diese Interprétation, was bes on tiers be- 
tont wenlen mufl, ni dit fiir je de Gf-Eigens chaf t stattfin il en ; 
so z. B. nicht fiir die Eigenschaft, „eine si ch nicht en th ait en de 
tz-Meiige sein", weil eben ,,dem Denkbereiche nicht. angehüren" 
nicht durch eine Form ausgedrückt wird. Wenn aber die G- 
Eigpiischaft ans einem Formenberpiche interpretiert werden kann, 
ist fiir den betrpffpndeii Denkbpmch nur das Problem der Wider- 
spruchslosigkeit zu 1 iis en ; die Moglichkeit ist uiimittelbar évident. 

4. Dafl lier Inli ait der Aussage , ,11 quai. G" dadurch formalisiert 
wird, daB wir in jedcr Form ein es bestimmten Eormenbereichs die 

Substitution S ausführen un il die Interprétation diesps Formen- 

bereichs an Stella der Aussage ,,aqual. G" setzen, ist für das mat ho - 
matisch geschulte Dm ken der „naLürliche“ Fall, aber nur deshalb 
zuerst erwàhnt, weil er si ch eben den (jpwohnheiten unsres Denkens 
bess er ans chmi e gt . 

Dffenbar kiinnen wir jedoch die folgende weitere Annahme 1 
machen: J o il e ni ge g eben en Dirige a entspridit pin be- 
stimmter Formen b ereich , dpssen Interprétation nichts 
an der es als die Aussage „a quai. G" ist. Audi dann lehrt 
die Anschauung wie fr (ilier, dafl der so beschriebene 
Denkbereicb der Gruiidnorm unsres Denkens genügt. 

In gewissen, gerade den hiiufigsten Anwendungen 
entspr e ch en den Fallen ist es leiclit zu zeigen, dafl lier so 
definierte Mengenbegriff, d. h. der entspr e chen d e Denk- 
b ereich auch logis di wi d ers pru dil os ist. Die Formen des 
entspre chen den Forinenbereichs A sind offenbar die Formen der den 
gegebenen Dingen entspre chen den Formenbereiche, auflerdem die 
Formen „xrp\. a M“ , wenn der Hauptteil dieser Délation ein ge- 


1 Wenn wir die Fnrderung des axiomatiscliBii Aufhaues Biner wiasenschaft- 
licliBn Disziplin in kategoriecher Htrenge durchführon wollen, ist unter der Auh- 
sagB „a quai. Q “ immer nur diB Stafctiierung eineH entapreuhenden FormBnbereiches 
zu VBrstehDn. 1m allgemeinen werden diB. axiomatischen Formen dinBS Denk- 
bereicliH, der eine Menge definiert, entweder solche SBin, diB ein Elément der 
Menge bestimmen, Dder solcliB, die Eigenscliaften der Elemente bestimmen. 
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gebenes Ding ist, und endlich die durch logische Deduktion aus 
diesen erhaltenen Formen. 

Man sieht, daB der Denkbereich D bzw. der Formen- 
bereich A logisch wi derspru chslos ist, sobald sich unter 
den Formen der Formenber eiche, die den gegebenen 
Ding en entspre ch en , kein e St ellenzeichen, kein b Ya- 
lenzen 1 , keinB logischen Summen oder Produkte, keine 
Implikati Dn en und auch weder Isologien noch Àqui- 
pollenzen finden. (Mit andern Worten : Heine solchen Formen, 
für die es in Hap. V, Art. B schon festgesetzt wurde, wie und 
wann si b P- Dder Q-Formpn genannt werden sollen.) 

Dbwohl lceine andern Formen eingeführt wurden, sei ea doch 
festgpsetzt, dafl nur von solchen Formen die Rede ist, die durch ihren 
ersten und zweiten T pii, bzw. durch ihren Hauptteil und ihren Haupt- 
namen bestimmt sind. 

Man kann dann den für das Problem der Widprspruchslosigkeit 
im Denkbereiche der reinen Logik gemachten Festsetzungpn (Kap. V, 
Art. B) die weiteren hinzufligen, daB die in gegebenpn Dingen ent- 
sprechrnden Formenbereichen auftretenden Formen, für die nach 
den jetzigen Annahmen eben n och keine Festsetzungpn vorhanden sind, 
immer /-Formen seien, was immer auch ihr prster und zweiter Teil 
bzw. ihr Hauptteil sei. Ebenso sei „ccrel. fl i/“ immer eine P-Form, 
was immer auch ihr erster Dder zweiter Teil sei. Diese Formen sollen 
weitpr unter die „primaren“ Zeichenformen eingereiht werden. Nach 
diesen Ànderungen kann aber der weitere Inhalt der Art. 6 — 9 in 
Kap. V hier wortlich eingefügt werden. Das heiBt, die Anschauung 
des so beschriebrnen Denkprozesses zeigt, daB, wenn L-^u eine 
Form des Bereichs ist, es in dem dort gegebenen genauen Sinne des 
Wortes unmôglich ist, daB auch L— n' eine solche Form sei. 

Bei den jetzt geltenden Annahmen wird demnach der dem 
Formenbereiche A entsprechende Denkbereich Dnichtnur der Grund- 
norm unsres Denkens entsprechen, sondern auch logisch widerspruchs- 
los sein. 

Wenn der Denkbereich, der eine Menge definieren soll, der Grund- 
norm unsres Denkens genügt uni auch zu keinem logischen Wider- 
spruche führt, sagt man kurz, daB die Menge konsistent ist. Sollte 
aber die eine Dder andpre dieser Bedingungen nicht zutreffen, so 


1 DaB der Formenbereich keine ValBnzen enth&lt, ist sa zu verstehen, daB 
er keinB Form enthàlt, dBren Interprétation gemafl ein bestimmtes ErUbnis 
einem bestimmt en DBnkbereiuhB als unabweisbare oder auch unannehmbare 
Tatsache angehort. 

Efinig, MsngenlehrB. 


10 
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sprechen wir von i nkonsist ent en Mengen. Allerdings ist in dem 
ersten dieaer FàllB der Denkbereich unmôglich, und damit auch die 
Menge, die dann eben ,, nicht exisbiert". Im zweiten Falle der In- 
kunsistenz kann jedoch ganz WDhl die Menge als durch den Denk- 
bereich definiertes „Ding“ angesehen werden; die Menga ^führt' 1 
dann eben zu logis chen Widersprüchen; sie verliert damit nicht ihre 
„Existenz" überhaupt, SDiidem nur ihre „logische Existenz' 1 . 

Diese scharfe Trennung der Begriffe ,,unmoglich“ und ,,logisch 
widerspruDhsvoH“ beruht, wie man sieht, darauf, daB wir wohl in 
beiden Fàllen gezwungen waren, ein Ding als von sich selbst ver- 
schieden anzuerkennen; diese Unmbglichkeit aber im ersten Falle an 
den Erlebnissen selbst, die den Denkbereich konstituieren, auftreten 
wiirde, wâhrend im zweiten Falle dasselbe Erlebnis im Denkbereiche 
als unabweisbarB und auch als unannehmbare Tatsache auftreten 
wiirde. Insbesondere darf man ja nicht glauben, wie der ungenaue 
Gebrauch des Wortes „widerspruchslos“ es beinahe als selbsbver- 
stàndlich erscheinen làBb, daB es genügt, von der Beschreibung eines 
Denkbereichs ausgehend dessen logische WiderspruchslDsigkeit zu er- 
hàrten, uhne die Môglichkeit des Denkbereichs vDrher geprüft zu 
haben, die eben in der WiderspruchslDsigkeit auch schon zur Evidenz 
gebracht wàre. 

Sd wàre, uin ein ganz krasses Beispiel zu geben, der Denkbereich 
der reinen Lugik, wenn wir seiner Beschreibung noch hinzufügen, 
daB das durch a = a ausgedrückte Erlebnis dem Denkbereiche nicÿ 
angehôrt, gBwifi mimbglich; aber es wird dadurch an den Erlebnissen, 
die dem Denkbereiche an g eh ôr en, nichts geàndert, und unter diesen 
tritt ein logischer Widerspruch jctzt ebensowenig auf wie früher. 


Endgültige FasBung dBB MengenbBgrlffs. Cantursche MBngen. 

5. Nachdem wir für irgend einen Mengenbegriff einen axioma- 
tischen Denkbereich festgesetzt haben und diesen Denkbereich als 
moglich und widerspruchslos, d. h. die Menge selbst als konsistent 
erkannt haben, zwingt uns die Erkenntnis dieaer Yerhàltnisse, den 
Begriff des Mengenelementes genauer zu fassen. Dffenbar künnen, 
gegenüber der ersten Beschreibung der Menge, jetzt auch für DingB u, 
die gar nicht gegeben waren, Formen wie ,,urel.M" in den Bereich 
eintreten, in dem diese eben durch ,,logische Deduktion" erhalten 
werden. Dies ist sogar der ,,gewohnliche“ Fall. Wenn wir z. B. diB 
Menge M definieren, deren Elément ,,a“ uni nur disses ist, wird wegBn 
a=a^-a durch logische De iuktion aus „arel ,M lt auch „[a^a]rel. M“ 
als Form des Bereichs sich ergeben. Trotzdem dürfen wir durch- 
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aus nicht sagen, daB a 4- a ein ,, Elément" der Menge ist. 
Dann enthielte ja die Menge M neben a auch das Elément a -f a. 
Mit der Bemerkung, daB ja a von a-f o nicht verschieden ist, ist 
die Sache durchaus nicht abgetan; diese Bemerkung ist ,,falsch". 
Im Denkbereiche der reinenLogik erhalten wir, wenn für a ,,a oder a" 
gesetzt wird, aus evidenten Sàtzen wieder évidente Sâtze. Es ist 
eben a = [fl -f a); aber logis che Isologie ist durchaus nicht gleicli- 
bedeutend mit Nicht-Verschiedenheit. DiB Denkakte ,,a" und 
„a oder a" sind verschieden. Die Wiederholung des Denkaktes a in 
,,a oder a" ist in a gewiB jnicht vorhanden. Nach diesem Beispiele 
kehren wir zu den allgemeinen Erijrtenmgen zuriick. 

Den Denkbereich, der die Menge ursprünglich beschrieb, haben 
wir durch Aufnahme neuer Erlebnisse zu einem axiomatischen Be- 
reiche erweitert und dann erfahren, daB dieser Bereich môglich und 
widerspruchslos ist. Jedes Erlebnis des ersten Bereichs gehürt auch 
dem zw'eiten Bereich an. Mit diesem wird auch jener moglich und 
widerspruchslos mid kann auch durch logische Deduktion keinen 
Widerspruch ergeben. Allerdings müssen wir zwischen den Dingen, 
die den Axiomen nach ,,gegeben" und ,, Elemente der Menge" sind, 
und denjenigen Dingen, für die durch logische Deduktion ,,folgt", 
daB sie zu M eben in jener Mengenrelation stehen, scharf un t ers ch ei il en. 
Diese Unterscheidung ist durch die tatsàchliche Anschauung unmittel- 
bar gegeben und mu fl festgehalten werden. (Sonst kamen wir gar 
nicht zur ,,Mengenlehre" ; mit a würe auch a -T- a, ebenso [|u -f- a) 
-f a] und so fort „Element" der Menge; es gabe für diesen Mengen- 
begriff gar keine endliche Menge.) 

ElemBnte der Menge sind die gegebenen Dinge ; 
für dieSB ist die .iGültigkeit" der MengBnrelation durch 
die axiomatischen Formen (Axiome) festgesetzt. In dem 
der Menge entsprechenden axiomatischen Bereiche kann es |und wird 
es auch im allgemeinen) andere Dinge geben, die der Mengenrelation 
genügen, aber deshalb durchaus nicht „Elemente der Menge" sind 
(genannt werden). 

So wird zwischen der Menge, die a und nur a als Elément ent- 
hàlt, und der Menge, die a und a -£■ a, und nur diese als Elemente 
enthàlt, scharf zu unterscheiden sein. Für die erste ,,folgt" durch 
logische Deduktion aus „arel.M" auch „[u -T- a]rel. M". Aber 
wàhrend im zweiten Fall „[a -f- tzjrel. M" axiomatische Form ist, 
wird diese Form im ersten Falle erst durch logische Deduktion in 
den Bereich aufgenommen. 

Mengen, die verschiedene Elemente besitzBn, sind 
verschieden, auch wenn die entsprechenden axiomatischen Bereiche 

1D* 
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dieselben Erlebnisse enthalten. 1 Die Verschiedenheit dieser BereicliB 
komnit eben erst in der Verschiedenheit ihrer Erzeugung zum Aus- 
druck. (AuBerdem kijnnen selbstverstandlich Mengen, wenn sie auch 
dur ch dieselben Eléments erzeugt werden, dur ch die Vers chie den - 
heit der zur Anwendung gelangenden Mengenrelation — a-Mengen, 
/Î-Mengen — verschieden sein.) 

6. Wenn die gegebenen Dirige, d. h. die Elemente einer Menge, 
durch Formenbereiche beschrieben werdpn und unter den Formen 
disses Bereiches sich keine Stellenzeichen, keine Valenzen, keine 
logischen Summen oder Produkte, keine Implikationen und auch 
weder Isologien noch Àquipollenzen finden, ist, wie wir in Art. 3 und 4 
gesehen haben, der Denkbereich bzw. der Fomienbereich müglich und 
widerspruchslos. Eine so definierte Menge sull in der Folge kurz als 
Cantorsche Menge bezeichnet werden. Die von CantDr betrach- 
tetpn Mengen gehbren durchweg dieser Klasse an. 

Ist M eine Cantons che Menge, sd kbnnen wir in der Beschreibung 
des Denkbereichs von der Verschiedenheit der in dieser auftretenden 
Mengenrelation absehen. Nach den bisherigen Erorterungen ist es 
wuhl überflüssig, auseinanderzusetzen, daB, wenn wir für die ver- 
schiedenen Mengenridationen durchweg dieselbe setzen, wir ein von 
dem friiheren vers chie den es Ding erhalten; aber die so erhàltene 
Menge, deren Beschreibung auch jetzt dpn früher aufgestellten Be- 
dingungen genügt, ist wieder eine Cantorsche Menge. 

Endlich ergibt die Anschauung die wichtige Tatsache, daB 
eine Menge, deren Elemente durchweg Cantorsche Men- 
gen sind, selbst wieder eine Cantorsche Menge ist. Dffen- 
bar ist ja der Fomienbereich, der in diesem Falle die einzelnen „ge- 
gebenen“ Dinge beschreibt, wieder ein solcher, wie er in Art. 4 (und 
hier) statuiert wurde. 

1 DaB wir in der Beschreibung des Denkbereichs, der die Menge M definiert, 
das Axiom, demzufolge a ein Elément der Menge M ist, wiederholt setzen, d. h. 
abermals dBnken, andert nichts an der Beschreibung des Denkbereichs. Es wàre 
davon gânzlich verschieden, WBnn wir den Elementen der Menge diB weiters 
EigenBchaft zuschrieben, in gewisser Weise gewissen „Anzahlen“ zugeordnet zu 
sein, was iibrigens natürlich nur nach Einführung des Anzahlbegriffs geschehen 
kbnnte. Die Elemente erhielten dann die Eigenschaft. als ,,einfache“ odBr „mBhr- 
fache“ Elemente aufzutrBten. Das Bedürfnis, seiche KoÙektivbegriffB naher zu 
untersuchen, ist bislier in der allgemeincn MBngenlehrB nicht aufgetreten. 

Mengen mit mBhrfachen Elementen betrachten wir hier überhaupt nicht, 
was, um jedem MiÛverstkndnisse VDrzubeugen, besonders bemerkt werden soll; 
obwuhl das den Ausführungen nach, diB im Texte gegeben sind, seljjstversband' 
lich ist. Zu der Bestimmung, d^fl gewisse Erlebnisse dem DenkbBreiche als Axiom B 
angehoren, ist eben keine sulche Bestimmung (Zahlung) der Elemente hinzu- 
getreten. 
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Es sei nun einB beliebige Dantorsche Menge gegeben. Diespr 
entspricht ein bestimmter axiomatischer Formen- bzw. Denkbereich, 
der müglich uni logisch widerspruchslos iat. Diesen axiomatischen 
Bereich wüllen wir durch Aufnahme gewisser axiomatiseher Formen 
|bzw. Axiome) ,,erweitem". Und zwar seien die neu aufzu- 
nehmenden Forinen dur ch we g Is ologi en von b es Dn d er er 
Bes chaf f enheit : 

a) Diese Isologien sollen sich bei keiner Substitution àndern. 
Dffenbar ist dies für irgend eine Fürm dann und nur dann der Fall, 
wenn ihre Beschreibung kein Stellenzeichen gebraucht. Eine solche 
Form kann kurz als k on s tant bezeichnet werden. 

b) Diese Isologien sollen durchweg P-Forinen sein, wenn in 
bezug auf die Benennung als P-, 5- oder W-Formen die in Kap. Y, 
Art. 6 gegebenen Festsetzungen gelten, und diesen Festsetzungen, 
wie in Art. 4, noch hinzugefügt wird, dafl aile bei der Beschrei- 
bung der als Elemente auftretenden Mengen gebrauchten Formen 
immer P-Formen sind. 

Offenbar sind dann auch die in Kap. Y, Art. 7 — 9 gegebenpn Er- 
làuterungen wortlich übertragbar, und wir er h ait en demnach 
a ber mais ein en mogli ch en und wi il erspru ch si os en Fdt- 
inen- bzw. Denkbereich, wenn wir den eine Menge vdii 
Üantorschen Mengen definier enden axiomatis chen For- 
men irgondwelche Isologien hinzufügen, die die s De b en 
statuierte B es cliaf f enh eit besitzen. Wie wir sehr bald selieri 
werden, ist diB so gewonnene und in diesem Satze ausgedrückte An- 
schauung vDn weittragender Bedeutung. 

Die pMonflB aller Dinge" und die „absolute Nullmenge 11 . 

7. Wir überzeugen uns leicht von der Konsistenz |d. h. Moglich- 
keit und Widerspruchslosigkeit) der ,, Menge aller Dinge"; allerdings 
wird es dabei nobwendig sein, den mit dem Ausdrucke ,, Menge 
aller Dinge" verknüpften ungenauen Sprachgebrauch zu pràzisieren. 
Es soll jetzt 

x quai. G 

genau als Qualitàtsform im Sinne von Kap. IV, Art. 13 gebraucht 
werden. IhrB Interprétation lautet: ,,Irgend ein Ding, dessen Eigen- 
name x sei, ist ein Erlebnis oder ein dur ch seine Erzeugung bestimmtes 
adjungiertes Ding". Der Denkbereich ist moglich; axiomatischB 
Formen sind „x quai. G" und „xrel. p 17". Diese AxiomB, sowiB jeder 
dur ch logis che Deduktion erhaltene Satz sagt eben nur, dafl gBwisse 
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Erlebnisse dem Denkbereiche angehoren. Die Erorterungen des 
Art. 4 zeigeu, dafi auch dieser Denkbereich widerspruchslos ist. 

Das ist aber durchaus nicht die Menge aller Dinge. Im Gegen- 
teil, sie enthalt nur das Elément x (irgend ein Ding). Für ein be- 
liebiges Ding a „folgt“ nur ,,arel. 0 U“. Aber a ist kein Elément. 

Wenn wir aber jetzt festsetzen, daB für ein beliebiges Ding a die 
Eorm ,,arel. n l/“ axiomatische Eorm sei, d. h. a Elément der 
Menge 17 sei, so erhalten wir einen axiomatischen Bereich, der eine 
Menge U beschreibt. Dffenbar ist jedes Erlebnis, das diesem Denk- 
bereiche angehôrt, auch ein Erlebnis des zuerst beschriebenen Denk- 
bereichs, und umgekehrt; der Denkbereich selbst wieder moglichund 
widerspruchslos. Mit andren Worten : Die Menge 17 ist konsistBnt. 

Die Moglichkeit und WiderspruDhslosigkeit ist nur für den hier 
klar beschriebenen Denkbereich erhartet. In diesem Satz hat die 
(7-Eigenschaft eines Dinges die Bedeutung, und nur diese Bedeutung, 
daB dieses Ding ein Erlebnis, oder aber ein durch das Erlebnis seiner 
Erzeugung bestimmtes „adjungiertes“ Ding ist. AuBerdem ist selbst- 
verstandlich vorausgesetzt, daB diese Dinge als voneinander ver- 
schieden erkannt, d. h. gesondert, oder aber als nicht-verschieden 
erkannt sind. Sobald wir den Dingen aber auch weitere Eigenschaften 
zuerkennen, d. h. diese neuen Eigenschaften in den Denkbereich auf- 
nehmpn, ist dieser Denkbereich eben ein anderer geworden und die 
Untersuchung der Moglichkeit bzw. Widerspruchlosigkeit hat von 
neuem zu beginnen. Nur wenn wir von den Dingen nichts anderes 
voraussetzen, als daB sie als verschiedene |oder auch nicht-ver- 
schiedene) Dinge erkannt werden, gilt die in dem Satze, daB die Menge 
17 konsistent ist, ausgedrückte Anschauung. Diese a-Menge steht 
demnach den in Kap.II, Art. 11 erwàhnten und beschriebenen „reinen“ 
Mengen no ch sehr nahe. 1 


1 Wenn wir aber spàter (Art. IB) die ,,Teilmengen lt der a-Menge aller Dinge 
einführen und diesen Dingen diB in ihrer speziellen Benennung zum Ausdruck 
gelangendon Eigenschaften beilegen, haben wir es mit einBm nBuen Denkbereiche 
zu tun, für den die Existenz der Moglichkeit und Widerspruchslosigkeit durchaus 
nicht Brhartet ist. Für die Menge aller TeilmengBn der a-Menge aller Dinge ist 
in dBr Tat eine Antinomie konstruiert wurd en, nach der diesB Menge inkonsistent 
wàrB. Es wird si ch aber zeigen |Kap. VIII, Art. 9), daB eine solche „ Antinomie “ 
nicht besteht, son dem es sich nur um die einfache falsche V erallg em einBrung 
Bines klassischen CantDrschen Schlusses handelt. 

Ein anderer ebenso fais cher GrBdankengang ware der folgBnde: Mit Biner 
Menge ist auch jede ihrer TeilmengBn konsistent. Nun ist die a-Menge aller sich 
nicht Bnthaltenden a-Mengen eine Teilmenge der a-Menge aller Dinge und dem- 
nach konsistent. Dffenbar ist hier die EigBnschaft j.eine a-Menge Bein, die sich 
nicht Bnth&lt“ bbu eingeführt und dBr Denkbereich geandert worden* wir haben 
demnach verschiedene Anschauungen für nicht verschieden, d. h. ein „unm5g- 
lichBs“ Erlebnis für unabwBisbar (évident) erklârt. 
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Das Gegenstück (1er MengB aller Dirige isb eigentlich gar keine 
Menge, soll aber doch als un ei gentli ch b Menge den ,,eigent- 
lichen" Mengen zugesellt werden. Ea iat diea die absolute a-Null- 
menge (0), die Menge, für welche die Auasage, daB siB irgend ein 
Ding ala Elément enthalt, ala unannehmbare Tatsache in den ÜBnk- 
bereich aufgenommen iat. 1 

Die axiomatischen Formen sind 

a quai. G und \a rel. a D) — n' 

für je des a. Man sieht unmittelbar, daB der Denkbereich moglicli 
und sehr leicht auch, daB der Denkbereich widerspruchslos ist. Die 
Erorterungen des vorhergehenden Artikels sind nicht direkt zu ge- 
brauchen, da unter den axiomatischen Formen Valenzen vorkommen. 
Wir haben aber nur festzusetzen, daB „æ quai. G 11 immer P-Form 
sei, was immer auch der Hauptteil dieser Qualitâtsform, femer daB 
,,xrel. a O“ immer 0-Form sei, unabhàngig davon, welchen Eigen- 
namen auch x bedeute. Wenn wir jetzt wieder „ 2 quai. Gr“ und 
^zrel^O" zu den primaren Zeichenformpn hinzufügen, kann man 
wieder die Erorterungen in Art. ü — 9, Kap. Y wijrtlich wiederholen 
und gelangt zu dem Résultats, daB die absolut e NullmengB 
widerspruchslos ist. 


Dis süphistischen BerBlche. 

9. Es sei N irgend eine Form, die den in Kap. V, Art. S gegebenen 
Festsetzungen nach nicht nur splbst Ÿ-Form ist, sondem auch bei 
jeder Substitution Ÿ-Form bleibt. Dffenbar geschieht dies für jede 
Form, die nicht Stellenzeichen, Valenz, logis che Summe, logisches 
Produkt, Implikation, Isolügie oder Àquipollenz ist. So z. B. am ein- 
fachsten für je des voIIb Dingzeichen. 

Wir konnen in diesem Falle dem Bereiche der logischen Formen 
diB axiomatische Form 


"p 

( 

& 

>11 

1 — 1 

P 

{ 


[JV — î d] i=) [N — u'] 



hinzufügen; die Interprétation en dieser Formen als ,,AxiomB“ scheint 
wohl zu Beginn paradox, ist es aber durchaua nicht, wenn wir diB 
„Bedeutung“ der Isologie bzw. Àquipollenz genauer ins AugB fassBn. 


1 Die aba olute NullmengB wird von den Nullmengen, diB als Teilmengen 

anderer Mengen entstehen, wohl zu unterscheiden sein. 
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DaB die N - Aussage den D- (bzw. den n'-) Wert besitzt, sagt, 
daB das betreffende Erlebnis dem Denkbereiche angehort (nicht an- 
gehort), rnit andem Worten, daB das Erlebnis |im Denkberpiche) 
wahr (bzw. falsch) ist. Die Interprétation der axiomatischen Form \S a ) 
bpsagb nun, daB die Erlebnisse: ,,I)as N-Erlebnis gehôrt dem Denk- 
bereiche an“ und „das N-Erlebnis gehort dem Denkbereiche nicht 
an“ in bestimmter Beziehung ( il i b f ür den Denkbereich 
gegeben ist) nicht verschieden sind. Dies ist der Fall, 
wenn keines der bei den Erlebnisse dem D enkber ei che 
angehort. Dann kann inan in ier Tat für eines dieser Erlebnisse 
geradezu das andere setzen, ohne daB sich im Denkbereiche das ge- 
ringste iindern wiirde; diese Erlebnisse ^xistieren 11 übprhaupt nicht, 
wenn unser Denken auf den Denkbereich beschrànkt bleibt. Noch 
einfacher gestaltet sich die Bâche für die Àquipollenz |*Sy. Aus dem 
einen der Erlebnisse ,,folgt das andere“; wenn aber von keinem der 
Erlebnisse die Bede ist, so wird damit überhaupt nichts ausgesagt. 

Wir überzeugen uns aber leicht, daB der durch Auf- 
stellung von |£ fl ) oder \S b ) erzeugte axiomatisclie Bereich 
môglich und wi d erspru chslos ist, ferner daB dieser die 
Formen N — n, N — n' (bzw. die entsprechenden Erleb- 
nisse) nicht enthalt. 

Offenbar ist der Denkbereich moglich; die Interpré- 
tation einer Form ergibt eben niemals, daB ein Erlebnis dein Denk- 
bereiche nicht angehort. Der Denkbereich ist auch wider- 
spru chslos, wie durch wortliche Wiederholung der Betrachfcungen 
im V. Kapitel (Art. G — 9) unmittelbar erhàrtet wird. 

Die Anschauung lehrt dann, daB N n sowie N — n' dem 
Formenbereiche nicht angehoren, es sind eben keine P-Formen. 
Und man kann geradezu sagen, daB in dein neuen Denkbereiche 
die Tatsache, daB weder N — u noch N — u' dem Denk- 
bereiche der reinen Logik angehoren, axi omatisiert ist, 
-wahr end sie ursprünglich als unabweisbare Tatsache in der Anschau- 
ung dieses (engeren) Denkbereichs gewonnen wurde. 

Wollte man aber nun N — v Dder N — - d' als weiterB axiomatische 
Form dem BereichB hinzufügen, d. h. wollte man festsetzen, daB das 
N-Erlebnis (in dem gegebenen Denkbereiche) wahr Dder falsch ist, 
diesem als unabweisbare oder unannehmbare Tatsache angehort, so 
erhielte man, wiB unmittelbar zu sehen, einen Bereich, der zu 
logis ch em Wid erspru che führt. Mit N— d müBte ja auch N — t' 
dem Bereiche angehoren und umgekehrt. Wenn eine solchg Einfüh- 
rung dennoch geschieht, liegt diesem ein Irrtum zugrunde, der nun 
klar auf der Hand liegt. Es wird der dem Denkbereiche entsprechende 
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Wahrheitsbegriff mit einem VDn diesen verschiedpnen vertauscht; am 
einfachsten, aber auch am ârgsten in der Weise, daB wieder die Mog- 
lichkeit eines absolut en Wahrheitsbereichs vorausgesetzt wird, in dem 
N — u oder N— d' „sein muB“. 

9. Das Problem der a-Menge, die aile sich nicht enthaltenden 
a-Mengen und nur diese enthàlt, ers ch ein t hier in neuer Beleuchtung. 
Pas ,,Problem“ fordert vor allem die Beschreibung Bines entsprechen- 
den Denkbereichs. Dhne uns urn die friiher (Hap. II, Art. IB) er- 
lialtenen Resultate zu kiimmern, versuchen wir diese Beschreibung. 
I)abei müssen wir voraussetzen, daB jedes Ding, das a-Menge ist, 
VDn jedem andern Dinge unterscheidbar isfc, fprner daB die Tatsache, 
□b ein Ding Eleinpnt einer a-Menge ist, als unabweisbar oder un- 
annehmbar dem Denkbereiche angehürt. (Hier dur ch unter- 
s ch ci d et sich dieser Denkbereich VDn dem früher kon- 
struierten.) Dementsprechend führen wir axiematische Pormen ein: 

|z rel. B y) — u , |xrel. B y) — o', 

vun denen, sobald y eine a-Menge und x ein beliebiges Ding ist, eine 
und nur eine dem Bereiche angehoren soit. Ist dann B das Zeichen dél- 
ais lDgisch widerspruchslos VDrausgesetzten „ a-Menge aller sich nicht 
enthaltenden a-Mengen", so ist zur Définition dieser Menge die weitere 
axiomatische Form 

[|x elem. 0 x) — ü'] i=> [x elem. B lî] 

einzuführen. Durch die Substitution S 
axiomatische Form 

[|2î elem. n B) — o'] i=> [B elem. B B] 

und sieht, daB der so konstruierte Denkbereich „sophistisch" ist; 
d. h. in ihm die Tatsache, daB ein bestimmtes Erlebnis, hier das durch 
„Zi elem. B R“ ausgedrückte, weder als unabweisbar no ch unannehm- 
bar dem Denkbereiche angehoren kann, axiomatisiert ist. Die Be- 
hauptung, daB B eine a-Menge ist, sagt aber geradezu, daB 
„Relem. B B il Dder „[R elem. B B ] — ü'“ dem Denkbereiche angehôrt. 
Mit der einen Form müBte dies auch für die andere der Fall sein. 
Der Denkbereich ist damit als unmoglich erkannt. 

Offenbar verschwinden auch hier aile diese auflergewôhnlichen 
Umstânde, sobald die Bildung einer 0-Menge (und nicht einer a- 
Menge) aller sich nicht enthaltenden a-Mengen verlangt wird. 


j erhâlt man hieraus die 
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AndersartigB Beispieb fin dm sich in groBer Zahl in den s 3g. 
Sophismen der griechischen Philosophent 

Die einfachsten, abpr dadurch eben lehrreichsten Verhâltnisse 
zeigen sich bei der in der Tradition dem Eubulides zugeschriebenen 
FragB : 

„Lügt man, wenn man sagt, dafi man lüge?“ 

(Das berühmte epimeni dis ch e Bàtsel, in den spàter vielfach mit 
anekdotischem Beiwerke versehenen Erzàhlungen von Epimenides, 
dem Kreter.) 

Offenbar wird mit dieser Frage die Aussage |das Erlebnis) sta- 
tuiert, daÛ eben diese Aussage (dieses Erlebnis) fais ch ist. Man 
axiomatisiert diese Aussage, wenn wir als Zeichen derselben das vdIIb 
Dingzeichen e einführen in der Form 

e = [e — 1>'], 

aus der sich dur ch lDgische Deduktion au ch 

[•-»]- [«-»'] 

als Form des Bereichs, und dieser selbst als sophistischer Bereich er- 
gibt, der bei der weiteren Annahme, dafi e n oder e— ~t>' 
dem Bereiche ungehort, nicht lûgisch widerspruchslos 
ist. „Ja“ oder ,,nein“ als Beantwortung der Frage ist diB SDeben er- 
wàlinte Annahme. Der durch die Frage statuierte Denkbereich 
fordert, um logis ch widerspruchslos zu sein, geradezu, dafl die Ant- 
wort auf die Frage dem Denkbereiche nicht angehore. 

Wie man sieht, hat der scharfblickende griechischB Geist den 
kritischen Punkt der Logik durchaus nicht vollig übersehen, aber 
nicht erkannt, dafi es sich in diesen scheinbaren Spielereien um einen 
fundamentalen Denkbegriff, den Wahrheitsbegriff handelt, der, 
wenn auch nicht metaphysisch, so doch in einer beinahB empirisch 
zu nennenden Weise für das Gebiet der Logik genau gefafit 
werden mu 6. 

Es ist das nicht genug zu würdigende Verdienst BussbIIs, nach 
zwei Jahrtausende umfassenden „LüSungsverBuchen M das Problem 
genau formuliert zu haben. Insbesondere in der testait, wo es sich 
um den Eigenschaftsbegriff handelt, „ein nichb unter sich fallender 
Eigenschaftsbegriff zu sein", sieht man sogleich, dafi es sich nicht 
um nebensachliches Beiwerk, SDndem um eine fundamentale Frage 


1 Si eh b Prantl, Geschichte dBr Logik im Abendlande, Bd. I. Leipzig 1B55. 
Insbcsondere die SophisniBn der Sophisten (p. 2Dff.), der Megariker |p. 41 ff.) 
und dBr StoikBr |p. 488 ff.). 
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lier Logik handelt, wie dies insbesondere HessenbBrg und Hilbert 
mehrfach urgiert haben. 

Wohl kann die RussellschB „TypentheoriB , ‘ 1 nicht als defini- 
tive Lësung des Problems angesehen werden. Sie ^verbietet" zu 
viel und begründet infolgedessen daa Verbot nicht in zufriedenstel- 
1 L'ii 1er Weise. Jedenfalla hat Ruas e 11 in dieser und früheren Arbeiten 
zuerst eine gründliche Klàrung des Sachverhalts angeregt. 

DIb vollst&ndiQB Induktion. 

1D. Das f-Bild eines Dinges wurde in Kap. III ala Menge defi- 
niert, die dies es Ding und nur disses als Elément entkàlt. Der dieaer 
Définition entsprechende axiomatische Bereich entateht, wenn wir 
den logischen Grundformen diB axiomatische Grundform 

a rel. Q 

hinzufügen. Die sd definierte Menge ist eine Dantorsche Menge, 
als o konsistent. 

Uni nun die Menge der Numeratoren axiomatisch zu besclireiben, 
führen wir eine 3-Eigenschaft ein. Es soll „x qual.3“, „x besitzt die 
3-Eigenschaft“ dann und nur dann gelten, wenn x ein Numerator 
ist. Die Bezeichnung durch 3 soll daran erinnern, dafl wir die Nume- 
ratoren auf Grund der jetzt zu beschreibenden Eigenschaften auch 
induktive Zahlen nennen. 

Dementsprechend haben wir die axiomatische Forni 

1 quai. 3, 

für fl (oder 2) weiter 

1 rel. a f 1 ; fl quai. 3 

und wie der 

flrel.«ffl; ffl quai. 3. 

Wir setzen überhaupt f est , daB jedem bestimmten Numerator k', 
der unmittelbar auf k folgt, die axiomatischen Formen 

kre\. a k') A:' quai. 3 

entsprechen soll en. 

Der axiomatische Bereich, der einer geschlûssenen Numeratoren- 
reihe |s. Kap. III) ent3pricht, ist wieder moglich und logisch wider- 
spruchslos; wir aehen eben sofort, dafi die Mengen CantorscliB 


1 Mathematical Logic as based on thc Theory of Types, American Journal 
of Math Bina tics. Vol. 3 9, S. 222. 
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Mengen sind. Die vollstàndige Induktion fiir endliche Mengen be- 
nützend kbnnen wir in dieser Betrachtung zu ,,jedein“ bestiinmten 
Numerator gelangen. Um aber zu einem Bereiche zu gelangen, der 
^alle^' Numeratoren umfafit, genügt dieses ,,Fortschreiten u nicht. Die 
Zusammeiifassung der durch „jedes“ bezeichneten Dinge in einem 
,,all b“ diese Dinge enthaltenden Denkprozesse ist logis ch (und auch 
vom Standpunkte der Erkernitnistheorie) etwas an clercs, ein wesent- 
lich neuer Denkakb. Und es handelt sich dabei in erster Reihe darum, 
Db dieser Denkakt überhaupt in einem endlichen Denkprozesse exakt 
besclirieben werden kann. 1 Dem Wesen der Sache nach hat Dede- 
kind zuerat dièses Problem zur Sprache gcbracht und auch gel os t . 
Die hier gebrauchten Metlmden sind nur insofern anders geartet, als 
wir von vornherein die logis che Deduktionj als eine besondere Form 
der Anschauung, von jeder andern unmittelbaren Anschauung genau 
gesondert haben, und in Verbindung damit die logis che Widerspruchs- 
lüsigkeit sogleich mit in Betracht ziehen konnen. 

Es handtdt sich dabei zuerst um den Denkbereich, der durch die 
axiomatischen Formen 

1 quai. 3, I3i) 

[x quai. 3] C [fz quai. 3] (3 Z ) 

bestinnnt wird. Dieser Denkbereich soll weiterhin als Denkbe- 
reich der induktiven Zahlen bezeichnet werden, der selbst- 
verstàndlich durch Interprétation des entsprechenden Formenbereichs 
erhalten wird. Dabei tritt jedoch die schon früher statuierte Annahme 
auf, dafi wir fiir jedes Ding durch unmittelbare Anschauung ent- 
scheiden künnen, ob es ein Numerator ist oder nicht. 

Den früher en Fàllen nachgebildete Betrachtungen zeigen un- 
mittelbar, daB der Denkbereich mbglich und auch widerspruchslos 
ist. Für das letztere soll den Festsetzungen in Kap. V, Art. 6 noch 
als XI. hinzugefiigt werden, dafl die Qualitatsform quai. 3“ dann 


1 Die nicht niehr auf endliche Mengen bcschrànkte ,,vollstândige Induktion" 
ist, ohne dafl damit der Inhalt des >Satzea crschopft ware, ein solcher Denkakt. 
Die Evidenz dBS Verfahrens ist niemals bezwBifelt worden, und kann auch nicht 
bezweifelt werden. WBnn nun weiter behauptet wird, dafl dieSe vollstândige 
Induktion ein neues „BynthetischBB Urbeil a priori" ist, so wird damit auch gesagt, 
dafl fiir diese ein nicht endlicher Denkprozefl gefordert wird und auch VDÜzogen 
werden kann. Wenn wir aber die vollstândige Induktion in einem endlichen Denk- 
prozesse tats'àchlich ausführen, ist es doch eigBntlich nur ein Wortstreit, Db die 
in diesem Denkprozesse beschriebBnBn Anschauungen logischer Natur sind oder 
nicht. Ausführliche historié che und polemische Erorterungen liegBn auûerhalb des 
Planes disses Bûches. Es sei darum nur Binfach auf diB auûerst anrBgende und 
tiefgehende Diskussion hingewiesen, die übBr diese Frage in erster Reine zwischen 
Poinoarê, ÜDuturat und Russell gBführt wurde (Rbvub de Métaphysique et 
de Morale, Jahrg. 1904 — 1909). 
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und nur dann P-Form ist, wenn ihr Haupttpil z ein Numerator ist. 
Dffenbar ist mit x au ch \x, und mit \x auch x ein Numerator, so 
daB für die axiomatischen (jrundformen die Anschauung, daB sie 
P-Formen sind, sich unmittelbar ergibt. Ailes weitere ist wieder nur 
eine wortliche Wiederholung der für den Bereich der lDgischen Formen 
angestellten Betïachtungen. 

An dem Denkbereiche anzustellende Betrachtungen zeigen leicht, 
daB wenn k irgend ein bestimmter Numerator ist, die Forni ,,fc quai. 3“ 
dem Bereiche angehort. Dies ergibt sich aus der vcdlstàndigen In- 
duktion für endliche Mengtn. Ist namlich m ein solcher Numerator, 
daB „mqual.3“ dem Bereiche angehort, und f m Dder m' der unmittel- 

bar auf m folgende Numprator, so ergibt die Substitution S in 
der oben stehenden axiomatischen Grundform 

( m quai. 3) f i m ' quai. 3)- 

Die Anwendung des SchluBprinzips zeigt dann, daB mit ,,raqual.3“ 
auch n m r quai. 3“ dem Bereiche angehort; dio vollstandige Induktion 
für endliche Mengpn ist dann ohne weiteres zu benützen. 

Der Übergang von ,,jedem Numerator" zu „allen Numeratoren" 
geschieht nun durch Betrachtungen, die in der Tat einem endlichen 
Denkprozesse entsprechen. Die Forderung, den ProzeB der Nume- 
ratorenbildung immer wieder zu wiederholen, konnte vorderhand in 
einem endlichen Denkprozesse nicht ausgeführt werden, und dieso 
wenn auch unbestimmte Schranke unsres Ans chauungs verni ijgens 
|Kap. III, Art. 1) wurde eben umgangen, indein wir die vollstandige 
Induktion als Anschauungsgesetz für endliche Mengen beschrieben 
liaben. An Stelle jener Forderung tritt jetzt dieFestsetzung einer neuen 
axiomatischen (drundform und damit die Beschreibung des Denk- 
aktes in einem endlichen Denkprozesse. Hierin liegt die exakte Be- 
schreibung des Tatbestandes, daB die 3 - Eigenschaft fur ,,alle“ 
Numeratoren gilt. Es ist damit nicht mehr und nicht weniger 
gesagt, als daBnach Festsetzung jenes Axioms ,, ohne weitere Zwischen- 
glieder" die Anschauung sich ergibt, nach der jeder bestimmte Nume- 
rator die 3-Eigenschaft besitzt. 1 

Der Yollstàndigkeit wegen mufl noch erwahnt werden, daB, wenn 
an Stelle jener Forderung jetzt die Implikation (3f 2 ) a l s Grrundform tritt, 
und weiter auch irgend eine logische Deduktiün zur Erzeugung von 
Formen des Bereichs verwendet werden kann, es eigentlich nicht aus- 


1 Vgl. diB tref fende Bemerkung von HBsaenbBrg in „Gkund]agBn der 

Mengenlehre 11 , § 131. 
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geschlossen ist, daB nicht bloB Numeratoren, sondem auch andere 
Dingo die JJf-Eigens chaf t besitzen. Die Ergànzung, nach der dieser 
Fall nicht eintritt, ist sehr einfach. Nach den für ien Dharakter 
der auftretenden Formen geltenden FestSBtzungen ist jede Form des 
Bereichs P-Form. Die AnnahmB, daB „a qual.^" dem Bereiche 
angehürt, besagt demnach, daB ,, a [pial. 3" eine P-Form ist, und 
damit auch, daB a ein Numerator ist. 

11. Der wesentliche Inhalt der ,,vollstandigpn Induktion" ergibt 
sich aus dem Umstande, dafl in dem durch die axiDinatischen Formen 

1 quai. 3 |3i) 

[x quai. 3] C [f* quai. 3] (3„) 

definierten axiomatischen Formpnber Biche die 3-Eigenschaft ganz be- 
liebig interpretiert werden kann. 

Dieser Interprétation konnen auch weitere axiomatische Formpn 
bzw. Axiome entsprechen. Sei aber ein Formenbereich (bzw. Dpnk- 
bereicli) durch irgendwelche axiomatische Formen gegeben, sobald 
sich nur die Formen |3i) und |3 Z ) unter diosen befinden, wird die 
logische Deduktion, nach der für jeden Numerator k die Form 
„k quai. 3 “ dem BereichB angehort, auch alsin dem jetzt beschriebenen 
erweiterten Bereiche erfolgt betrachtet werden kimnen; diB Fest- 
setzungen, die dies ergeben, gelten ja genau auch für diesen erwei- 
terten Bereich. Damit erhalten wir das allgemeinB Itesultat: 

Wenn in irgend einem axiomatischen DenkbereichB 
die Gesetze: ,,1 besitzt die 3-Eigenschaft “ und „Mit x 
besitzt auch \x diB 3-Eigens chaf t“ geltBn, sd fûlgt durch 
logische Deduktion, daB dieser Denkbereich auch das 
Gesetz enthalt, daB jeder Numerator die 3-Eigens chaf t 
besitzt. Den vorhBrgBhBndBn Ent wi cklungen entspre- 
chend kann diBSes GesBtz auch sd ausgedrückt werden, 
daB „alle“ NumeratorBn die 3-Eigens chaf t besitzen. 

DaB dieses Gesetz aus (3J und |3 Z ) ,, durch logis chB Deduktion 
folgt“, hat mit Moglichkeit und Widerspruchslosigkeit in gewisser 
BeZiehung nichts zu tun. DiB Deduktion ist erwiesen (anges chaut), 
auch wenn der Denkbereich jenen Forderungen nicht gBnügt. DaB 
wir den Denkbereich in diesem Falle für diB Beschreibung unsres 
wissenschaftlichen Denkens nicht gebrauchen wollen und nicht ge- 
brauchen künnen, ist davon unabhàngig. 

Eine andere wohl nur formai, aber do ch SBhr WBitreichendB 
„YBrallgemBinerung" des Satzes ergibt sich dadurch, daB wir die 
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„1“ nicht als ,,çrsten Numerator", sondem ala Zeichen eines ganz 
beliebigen Dingos a auffassen. An Stelle der „NumBratoren“ treten 
dann offenbar (Kap. III, Art. 1) „die Grlieder der j-Reihe“. 
Damit ergibt sich die allgemeinste Fassung der VDllatàndigen 
Induktion: 

Wenn in irgend einem axi omatis chen Bereiche die 
(resetze: ,,a besitzt die Q-Eigenschaft" und ,,Mit x be- 
sitzt auch fs die 3-Eigens chaft “ gelten, so folgt durch 
logis ch b D b iuktion , daB in dies em D enkber ei ch b aile 
Glieder der *S’„, j-Reihe die 3-Eigens chaft besitzen. 

Wird inabesondere für a ein Numerator k gesetzt, so prgibt sich 
die vollatàndige Induktion in der Grestalt, wo aie wohl in der Nume- 
ratorenreihe, aber nicht „von 1 ab“, sondern nur ,,VDn k ab“ gilt 
bzw. ausgeführt wird. 

Wichtig ist die letzte Fassung inabesondere auch dann, wenn 
die Interprétation des f-Bildes bzw. des f-Prozesses nicht gerade die 
in erster Reihe berücksichtigte ist. 

Die erkenntnistheoretische Natur der vollstandigen Induktion 
ist, wie ich glaube, durch diese Betrachtungen vollstândig klar- 
gestellt. Ea ist ein Anschauungsgesetz, mit dem wir es zu tun haben; 
aber diese Anschauung ergibt sich aua der Betrachtung eines Denk- 
bereichs und der für diesen Denkbereich statuierten logischen De- 
duktion. Die logische Deduktion als aolche ist in der 
vollstandigen Induktion Gregenstand der Anschauung. 

12. Einige allgenieine Bemerkungen über unser ,,exaktes (wissen- 
schaftliches) Denken" werden wohl am be3ten hier eingefügt. 

Ein solches exaktea Denken beginnt mit der Statuierung eines 
axi omatis chen Denkbereicha. Dadurch wird dieser selbst Gregenstand 
der Anschauung. Nur wenn dieSB Anschauung lehrt, daB der Denk- 
bereich moglich und logisch widerspruchslos ist, wird der Denkbereich 
als GrundlagB einer wissenschaftlichen Disziplin anerkannt. D1 b 
logische Deduktion bereichert dann in mannigfaltiger Weise unsre 
Kenntnis |Anschauung) von den Gresetzen dieses Denkbereicha, d. h. 
den Erlebnissen, die diesem Denkbereiche angehoren. Wenn wir 
aber den Denkbereich selbst zum Gregenstand unsrer Anschauung 
machen, sind diese Eigenschaften des Denkbereichs |dafi namlich 
gewissB Erlebnisse dem Denkbereiche angehoren) durchaus nicht die 
einzigen, derBn wir uns durch die Erfahrung (Anschauung) versichem. 
Wir legBn sogar gerade diesen Eigenschaften einen gBringeren Wert 
bei; sind sie es doch, die den Denkbereich ursprünglich beschreiben, 
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sd daB in diesem Fallp die ,,BesDhreibung" des Denkbereichs nach 
Dbjektivierung des letzteren eine rein formate neue F as Sun g erhàlt. 
Diese Bemerkung ist es, die vielfach gegen den ,,Wert M der Logik 
vorgebracht wird und in der gewbhnlichen Formulierung dahin lautet, 
dafi die rein formate logis che Deduktion nieinals wesentlich N eues 
bietet, sondern nur die Elemente der tatsàchlichen Erfahrung sondert. 
Wie weit diese Bemerkung richtig ist, wird durch unsre Darstellung 
selbst gezeigt. In der Tat gabe die logis che Deduktion nichts Neues, 
wenn wir imstande wàren, uns aile dem Denkbereiche angehorenden 
Erlebnisse ,,zugleich“ vorzustellen. Das ist aber schon bei dem Denk- 
bereiche der reinen Logik niclit der Fait. Die Statuierung des Denk- 
bereichs ist eben ein inethodisches Hilfsmittel, das uns lehrt, wie wir 
diese schwierige oder eigentlich umrfüllbare Forderung (aile Erleb- 
nisse des Denkbereichs ^zugleicli", d. h. in einem Erlebnisse vorzu- 
stellen) vermeiden. 

So bilden diese Anschauungen |daB gewisse Erlebnisse dem Denk- 
bereiche angehoren) wohl Eigenschaften des Denkbereichs, aber nicht 
die einzigen. Und jede Anschauung, die an dem Denkbereiche ge- 
wonnen wird und über diese hinausgeht, ist neu, nicht in der ursprüng- 
lichen Beschreibung des Denkbereichs enthalten und demnach in 
gewissem Sinne auch ,,wertvoller u . So z. B., wenn wir erkennen, 
daB der Denkbereich logisch widerspruchslos ist, daB der Satz des 
Widerspruchs fur den Denkbereich gilt, ohne aber deshalb selbst 
ein dem Denkbereiche angehorendes Erlebnis zu sein. Ebenso ergab 
sich fiir gewisse Denkbereiche die vollstândige Induktion als an dem 
Denkbereiche gewonnene Anschauung, die über JIb logis che De- 
duktion hinausgeht, alsD, wenn man will, als neues „synthetisches 
Urteil“ betrachtet werden kann. 

Es werdpn so in mannigfaltiger Weise an dem Denkbereiche 
Erlebnisse statuiert, die dem Denkbereiche nicht angehoren und auch 
diesem gegenüber als ,,Bereicherung“ unsres Wissens angesehen 
werden müssen. Im weitesten Sinne des Wortes sind es Erf ahrungs- 
sàtze, die wir sd erhalten; wàhrend aber die (an der „Auflenwelt“ 
gemachte) gewbhnliche Erfahrung niemals in ihre letzten Elemente 
aufgelbst werden kann uni darum mehr oder weniger ,,verwDrren“ 
bleibt, handelt es sich hier um Erfahrung an einer Schopfung unsres 
Geistes, die wir als solche in ihrer Totalitât erblicken. Die Ab- 
straktion dieser Begriffe erfordert eine nicht leichte Schulung unsres 
Anschauungsvermügens; ist dipse aber erreicht, so gewinnen diese 
Erfahrungssàtze, weil eben die gewonnene Erfahrung eine yollstàndige 
ist, den hochsten Grad von Evidenz, der uns überhaupt zugànglich 
ist. Es ist allerdings wie der nur der Glaube an die Zuverlassigkeit 



12. Die vollstândige Jnduktion. 


161 


unsres Denkens, dem wir gegenüberstehen; aber dieser Glaube ist 
unerschiitterlich. 1 

Ob wir bei diesen an dem Denkbereiche gewonnenen Erfahrungs- 
gâtzen als sol ch en stehen bleiben oder diese im Sinne des Art. 2 
(dieses Kapitels) wieder axiomatisieren und damit zu einem neuen 
Denkbereiche forts chreifc en, ist Sachs der Methodik und wird nach den 
speziellen Anforderungen zu entscheiden sein, die für die betreffende 
wissenschaftliche Disziplin gestellt werden. 

Bekanntlich ist es Hilbert, der diese ,,Axiomatisierung 11 Biner 
wissenschaftlichpn Disziplin in den ,, Grundlagen der Geometrie“ 
|Dritte Aufl. Leipzig 1909) in ibrer vollen Schàrfe und Reinheit durch- 
geführt hat. Er stellt si ch diB genau formulierte Aufgabe, ,,ein voll- 
stàndiges und müglichst einfaches System von Axiomen aufzustellen 
und aus denselben die wichtigsten geometrischen Satze abzu- 
leiten' 1 . Dabei ist aber auf einen besonders in philosophischen 
Kreisen viel verbreiteten Irrtum hinzuweisen. Diese Hilber tache 
,, Ableitung' 1 ist durchaus nicht durchweg logische Db- 
duktion, sondern in ihren wesentlichen Teilen Erfahrung 
an dem durch die Axiome statuierten Denkbereiche. 
,,Es folgt“ bedeutet durchau3 nicht immer, daB die Folgerung durch 
pine logische Deduktion geschieht; es kann ebenso gut davon diB 
RedB sein, daB ein Erlebnis |eine neue Anschauung) durch Betrach- 
tung der dem Denkbereiche zukommenden Eigenschaften . „fDlgt“, 
d. h. als unabweisbare Tatsache erhartet wird. 

Insbesondere ist dies bei der ,,deductiD ad absurdum" der Fall, 
die si ch darauf stützt, daB der Anschauung nach der Denkbereich 
logis ch widerspruchslos ist. a 

An axiomatischen Denkbereichen statuierte Erfahrungen bilden 
das eigentlicliB Fundament unsres „Wissens“. Die Evidenz dieser 


1 Eine ganz merkwürdige Phase in der Beurteilung unsres nutwendigen 
Denkens bieten für dBn einzelnen Denker sawohl, wie für die allgemBinB Auffassung 
die SDg. Antinomien der MengenlehrB; es ist nie jemandem eingefallen, dÎBser 
Antinomien WBgen an der Mbglichkeit logiachen Denkens zu verzweifeln; man war 
eben überzBUgt, daB die Konstniktipn des MBngBnbegriffs |uder AhnlichBs) den 
Anforderungen einer „richtigen" Erkenntnistheorie nicht genügt. DaB dieser 
„ daube 11 der richtige war, hat sich für diB Russellsche „ Contradiction 11 schon 
gezBigt und wird sich für die speziBlhn „Anbinomien“ dBr MengBnlehre [MangB 
aller Teilmengen dBr Menge aller Dinge, Menge aller Drdnungszahlen) spaber 
|Kap. VIII und IX) Brweisen. 

a Die Grundlagen der GeomBtrie gehüren nicht in den Plan dieses Bûches; 
doch wird es nicht überflüssig sein, aus dem klasaischen Hilber tschen Bûche 
Beispiele für ûbige Behanptungen zu zitieren. 

Es ist der Satz im Kap. I ( § 4, Satz 3), daB zwischBn irgend zwbI Punkten 
einer Geraden es stets unbegrenzt viele Punkte gibt, der aus den Axiomen 
der Verknüpfung und Anordnung ,,folgt L1 , uffenbar eine neuB Anschauung, die 
K B ni g, MBDKBnlehre. II 
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Erfahrungen oder Anschauungen ist wohl au ch nur ein unerschütter- 
licher Glauben an die Zuverlassigkeit unsres Denkens. Wàhrend aber 
bei Erlebnissen, wie ,,die Sonne scheint 11 , ich wohl die Vorstellung 
des Erlebnisses, nicht aber das Erlebnis selbst willkürlich hervor- 
rufen kann und damit eben zwischen ^meinem" BewuBtseinszustanie 
uni einer mir unbekannten oder doch nur sehr verworrenen, jeden- 
falla von ,,mir“ unabhangigen Ursache unterscheiden muB, stehb bei 
den jetzt beschriebenen Denkvorgàngen die Sache weaentlich anders. 
Es ist ein spontaner Akt meines Bewufltseins, den ich vorstelle und 
der als sol cher Anlafl zu neuen Vorstellungen gibt, die gerade so und 
genau so ,,in meinem BewuBtsein existieren", wie jener Akt meines 
BewuBtseins, der als Ausgangspunkt diente. Die Evidenz ist hier — 
um midi wohl ein wenig mstaphysisdi, aber doch der gewohnten 
Ausirucksweise nàher uni darum au ch klarer auszudrücken — 
geradezu das Gefiihl der Identitat meines Denkens mit sich selbst; 
diese Evidenz wegzudenken hieBe nichts anderes, als inein Bewufit- 
sein selbst leugnen. 

Man bemerke hierzu noch, daB an axiomatischen Denkbereichen 
gewonnene Anschauungen uns als „unabweisbare Talsachen" er- 
scheinen, und den vorhergehenden Erorterungen entsprechend als 
soldie erscheinen ,,müssen“. 

,,Unannehmbare“ Tatsachen, die an axiomatischen Denkbereichen 
konstatiert werden, erscheinen nicht als solche; es kann sich dabei 
iinmer nur um die Beschreibung von Anschauungen handeln, die 
wir an dem Denkbereiche nicht erlebt haben und doch als erlebt 
voraussetzen. Wenn die Yoraussetzung dieses Erlebnisses nun zu 
einem Widerspruche führt, ist jene Tatsache |als Eigenschaft des 
Denkbereichs aufgefaflt) unmoglich oder unannehmbar. 


Das Prinzip dBr Auswahl. 

13. Es seien die zur Beschreibung einer Menge dienenden ,,ge- 
gebenen 11 Dinge selbst iurchweg konsistente Mengen (jedoch mit 
AusschluB der spàter zu beschreibenden ,,uneigentlichen“ Null- 


durch die Betrachtung des axiomatischen Denkbereichs als solchen gewonnen wird 
und irgBndwie den ububq Begriff der Anzahl enthalt, der in den „Axiomen“ 
nicht vorhandBn war. 

Sd wird weiter |§ 0, Satz 15) erhàrtet, daB aile rechten Winkel Binander 
kongruent aind; und zwar dadurch, dafl BinB gewissB Anschauung als nicht moglich 
erwiesen wird. Im WBSen der Sachs ist dies eine deductio ad absurdum, die schon 
die logische Widerepruchslusigkeit des betrachteten Denkbereichs voraussetzt 
und also erst durch die Betrachtungen des § 9 (WiderspruchslDsigkBit der Axiome) 
vollst&ndig wird. 
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Mengen), und wir wollen weiter vorauS3etzen, daB „diese Menge der 
gegBbenen Mengen" Selbst konsisfcent ist. Wir bezeichnen diese 
Menge mit N , einzelnD der gegebenen Mengen mit M v M 2 und âhn- 
lich. Die Mengenrelation, deren wir uns bei der Bildung von M lf 
M z und überhaupt der gegebenen Mengen, sowiB der Menge N be- 
dienen, ist dabei nicht besonders erwâhnt. In gewissen Fâllen wird 
sie, um eben konsistente Mengen zu erhalten, gewissen Bedingungen 
entsprechend gewâhlt werden müssen; so künnen wir z. B. diB p- 
Menge, aber nicht die a-Menge aller si ch nicht enthaltenden a-Mengen 
bilden. Dem ist eben durch die Forderung der Konsistenz vorge- 
sehen. Es ist demnach bei dem Worte Menge die Art der Mengen- 
relation immer hinzugefügt zu denken, die sd entstehendB kürzere 
Ausdrucksweise aber um so eher gestattet, als die so darzulegenden 
Anschauungen sich im wesentlichen nicht auf diB Mengenbegriffe, 
sondem auf die „gegebenen“ Dinge beziehen und die Voraussetzung 
dabei eigentlich nur die ist, daB sich au3 diesen mogliche und wider- 
spruchsloSB (d. h. logisch existierende) Hollektivbegriffe bilden lassen. 
Diese Voraussetzung ist in der Forderung der Konsistenz der Mengen 
eben am einfachsten |wenn auch nicht in moglichst all- 
gemeiner Weise) ausgedrückt. 

Wenn bei entsprechender Bestimmung der Mengenrelationen 
die gegebenen Mengen, z. B. M v M 2 usw., und damit auch die 
Menge N Uantorsche Mengen sind, soll die Menge N, in der 
jetzt die Mengenrelationen des N und auch der ,, gegebenen" 
Mengen endgültig gegeben sind 1 , als Zermelosche Monge be- 
zeichnet werden. Das von Zermelo aufgestBllte und ur- 
giertB Prinzip der Auswahl wird sich fiir dieSB Mengen 
als ebBnso — und in demsBlben Sinne — évident er- 
WBisen, wiB irgendwelche andere f un damental e An- 
schauung dor 1 ogis ch-mathematis chen Wissens chaf ten. 
Man sieht unmittelbar, daB die |in Art. B beschriebenen) Pantor- 
schen Mengen, WBnn die dort durch die G-Eï gens chaf ten ge- 
gebBnen Dinge eben Mengen sind, durchweg Zermelosche Mengen 
sind. (Insbesondere wird — wiB Schon hier erwâhnt werden soll — 
auch das ,,Kontinuum", dessen genaue Beschreibung einB der wich- 
tigsten Aufgaben der Mengenlehre bildet, einB solche Zermelosche 
MengB sein.) Die dort gegebenen Erorterungen bringen es auch zur 
Evidenz, dafl dann je des die Cr-Eigenschaft besitzende Ding durch 
einen moglicliBn und widerspruchslosen Denkbereich definiert wird, 

1 Dîbsb Mengenrelationen künnen jetzt, wiB man unmittelbar sieht, gnnz 
beliebig |versohieden oder auch nicht verschieien) angenommen werden. 

Il* 
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und dementsprechend jedes die G-Eigenschaft besitzende Ding, in- 
sofem ea eine MengB ist, SDwie die entsprechendB MengB N einB kon- 
sistente Menge ist. 

Wir wollen nun weiter zwbî iibub Bildformen einführen, VDn denen 
wir voraussetzen, dafl sis in dem die betreffendB Zermelosche Menge 
definierenden Formenbereiche nicht zur Anwendung gelangt aind. 
|Ea ist dies, wenn man will, eine weitere Beschr&nkung dea Begriffa 
der Zermeloschen Menge, in deren Formenbereiche eben diese bBiden 
Bildformen nicht aufgenommen sein dürfen.) 

Ea seien diea die Bildform „Prot.:c", deren HauptnamB „Pro- 
teronform", deren Teilname ,,den Hauptteil x enthaltend" ist, und 
die weitere „2 ïx", deren Hauptname ,,Auswahlsform" und deren 
Teilname ,,den Hauptteil x enthaltend" ist. 

Eine Interprétation von 2lx findet nur dann atatt, wenn für x 
eine Zermelosche Menge gesetzt wird, und wir nennBn dann 21 N 
,, d i 0 2t-Menge der Zermeloschen Menge N". 

Eine Interprétation von Prot. x findet ebenso nur dann statt, 
wenn für x eine der in N als Eléments enthaltenen Mengen gesetzt 
wird. Ist M eine solche Menge, so aoll Prot.M ein neuea Zeichen 
für „ein und nur ein Elément der Menge M" SBin. Wenn 
ein „GeSetz" in unsem Denkbereich aufgenommen ist, nach dem 
zu jeder der Mengen M eines und nur eines ihrer Elemente gehort, 
so hindert uns nichta, Prot.M als Zeichen dieses Elementes fest- 
zusetzen. Das ist aber durchaus nicht der Fall, den wir betrachten 
wollen. Ein solches Gesetz kann angebbar sein, kann auch, 
ohne „bekannt" zu sein, „logischB Existenz" besitzen, kann viel- 
leicht auch unsrer (endlichen) Intelligenz unzuganglich, nicht an- 
gebbar sein. Das kümmert uns überhaupt nicht; wir nBhmen 
ein solches „ G es etz" überhaupt nicht in den zu be- 
schreibenden Denkbereich auf. Seine Existenz, seinB Moglich- 
keit kommen demnach gar nicht in Frage. Prot.M ist ein Ding, 
dessen vollstandige Beschreibung in der Eigenachaft 
„einea und nur eines der Eléments von M zu s^in" Bnt- 
halten iat und damit auch erschopft wird. 

Damit ist eine ganz klarB Anschauung des Dinges Prot.M ge- 
wonnen; wir wissen ganz genau, was wir uns unter Prot.M zu denken 
haben. Allerdings fallen wir sehr leicht der Versuchung anheim, zu 
fragen, welches Elément von M wohl durch Prot.M bezeichnet werden 
sdII. Offenbar haben wir aber damit die Bedeutung von Prot.M 
wesentlich geandert. Prot.M ist nicht ein Elément der MengB M, 
dessen Bestimmung noch ausstàndig ist, das wir aus irgendwelchen 
au Ber en Gründen nicht ange b en künnen, vielleicht einfach noch nicht 
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angegeben, vielleicht nur ./vergessen" haben. Dann wàre Prot.M 
ein uiiVDllstandig beschriebenes Ding, das eme uns unbekannte Eigen- 
schaft besitzt. Prot.M ist vollstàndig beschriebBn ; es ist 
Zeichen „ 0 ÎnBS und nur Bines der Elemente von M"; das und nichts 
andsres sdII ebsn Prot.M sein, wa3 wir uns gewifi ganz klar denken 
kbnnen. Wenn wir trotzdem Prot.M mit jenem früher erwâhnten 
,,unvollstandig“ beschriebenen, aber auch so ganz klar angeschauten 
Dinge VBrwechseln, begehen wir eben einen VerstoB gegen die Grund- 
nDrm unsres Denkens, indem wir ,,in gewisser Beziehung“ nicht ver- 
schiedene Dinge als überhaupt nicht verschieden ansehen. 

Mit Hilfe des Denkb er Bi chs , der die Mengo N |und 
damit auch die Mengen M) definiertB, bilden wir jetzt einen 
neuen Denkbereich, indem wir festsetzen, daB jedes Erlebnis 
des früheren Denkbereichs auch dom jetzt zu beschreibenden an- 
gehôren soll, der aber noch weiter iüb fûlgende durch eine Involution 
ausgedrücktB Eigenschaft besitzt. Ist M irgend ein b der in 
N enthaltenen Mengen, sd soll Prot.M Elément der 
Menge s il N sein. In unsrer Symbolik ausgedrückt: 

[X rel. N] inv. [Prut.X rel. 2IJV], 

wo dem früheren gemaB die Unterscheidungen rel. a , rel.^ usw. weg- 
gelassen sind. 

Der neuB Donkbereich definiert die Menge 2LY; die 
Anschauung zeigt unmittelbar, daB in den hier angezugenen Fàllen 
auch WN eine Cantorsche Menge, demnach konsistent ist, oder — 
wie wir dies auch ausdrücken — logis che Existenz besitzt. Wir sind 
damit zu dem ,,Exis t enzaxi Dme “ gelangt, nach dem die 2Ï- 
Menge einBr beliebigen Zermeloschen Menge 1 logische 
Existenz besitzt, d. h. konsistent ist. 

In der hier benutzten Begriffsbildung ist — wie schon erwàhnt — 
das durch Prot.M bezeichnete Ding durchaus kein Elément 
von M. Wenn M z. B. die Eléments a und b und nur diese ent- 
hàlt, so bezeichnet Prot.M das Ding ,,a Dder b“. ïrotz des ^oder" 
ist ,,a Dder b“ ein klares Erlebnis unsres Denkens und als solches 


1 Dffenbar kimnten wir allgemeincr jedB Menge von MengBn, dBren 2t-MBnge 
logische Existenz besitzt, Zermelosohe Menge nBirnen; die engere Fassung des 
Textes geht aus dem Bestreben hBrvor, diBsem „Existenzaxiome“ genau dieselbe 
jjEvidenz 11 zu VBrleihen, wie jeder anderen, unsBrem mathematisoh-logischen 
Denken entspringendBn Anschauung. 

Übrigens ist in unsrer Terminologie dieses ,,Existenzaxiom l( durchaus 
kein Axiom des Denkber BichH, sondern eine an dem Denkbereiche gewon- 
nene |neue) Anschauung. 
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sowohl von a wie von b verschieden und demnach gewiB kein Elé- 
ment VDn M. 

In diesem Sinne ist 2Ï N eine konsis tente Menge, deren Elemento 
mit dpn Mengen M vollstândig und klar beschriebene, VDn jedem 
an dem Dinge unterscheidbare, aber neu adjungierte Dinge sind. Bo 
ist es zu verstehen, daB für eine Zermelosche Menge N die Menge 212V 
logis che Existenz besitzt, und dieses „Existenzaxiom" hat in der 
Tat für uns dieselbe Evidenz, wie jede andere an unserem mathe- 
matiscb-lDgischen Denken erarbeitete Anschauung. 

14. Wir wollen jetzt (übergangsweise) von der Annahme aus- 
gehen, daB jeder Mengp, die Elément der Zermeloschen Menge ist, 
ein bestimmtes Elément dieser Menge zugeordnet ist, so z. B. der 
Menge il/i das Elément usw.; oder, wenn dies vielleicht klarer ist, 
ein ,, Auswahlgesetz" annehmen, nach dem zu jeder 
Menge, die Elément der Zerpieloschen MengB ist, das 
zugeordnete Elément a angegeben werden kann. Wir 
künnen dann den Denkbereich der Zermeloschen Menge ,,erweitem“, 
indem wir festsetzen, daB, wenn il/ ein Elément von N , und a das 
dem M zugeordnete Elément von il/ ist, immer 

Prot.il/ = a 

eine axiomatisehe Form des Bereiühs sei. Prot.il/isteino 
bisher (in der Bescbreibung der Zermeloschen Menge) nicht benutzto 
Form, deren Charakter nDch nicht festgesetzt ist. Es soll nun Prot. il/ 
dann und nur dann eine P-, bzw. Q-Form sein, wenn das zugeordnete 
a eine P- } bzw. Q-Form ist. Dffenbar ist dann Prot. M mit a zugleich 
au ch eine 2V-Form. Es wird demnach 

Pr ot.il/ = a 

eine jkonstante) P-Form sein. 

Nach Art. B ist der so dpfinierte Denkberpich moglich und 
widerspruchlos, und genau dasselbe wird der Fall sein, wenn wir 
den Denkbereich abermals durch die Festsetzung erweitern, daB dann 
und nur dann, wenn 

Prot .M = a 

eine axiomatisehe Form des Bereichs ist, au ch 

a rel. 32 V 

eine axiomatisehe Form des Bereichs sei, wd RN Bin 
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neues Zeichen, das Zeichen der „Aus wahlmenge von 
N" sei. 1 

Wenn für die Mengenrelationen festgesetzt wird, daB 

sis immer P-Formen seien, ergeben die bisher angewandten Methoden 
wieder, daB der sd definierte Denkbereich mbglich und widerspruch- 
los Dder alsD mit anderen Worten die Mange ftN konsistent ist. 

Diesa Auswahlmenge von N enthalt offenbar als ElementB 
je ein und nur ein Elément jBder Menge, die Elément von N ist. 

Dffenbar lieBe sich der hier befolgtB Gedankengang wesentlich 
vereinfachen, wenn das Auswahlgesetz tatsàchlich gegeben wtire, oder 
wenigstens als gegeben vorausgesetzt werden konnte. Dann kbnnten 
wir ja direkt statuieren, dafl diese Auswahlelcmente IZermelos 
,,ausgezeichnete“ Elemente) und nur diese Elemente der Auswahl- 
menge sein SDÜen, und es kàme weiter nur darauf an, zu untersuchen, 
ob die sd definierte Menge (selbstverstàndlich bei einer bestimmten 
Wahl der Mengenrelation) kunsistent ist. 

DaB wir trotzdem den hier gegebenen komplizierten Weg wàhlten, 
ist jedoch begründet. Es kommt vor allem darauf an, die logische 
Existenz der AuswahlmengB auch dann zu erharten, wenn die 
Ann ah me (Hypothèse) eines ,,Auswahlgesetzes “ vdII- 
standig aufierhalb unsrer Betrachtung bleibt, überhaupt 
nicht eingeführt wird. 

Dis frühere Festsetzung, daB Prot.M = a eine bei Erweiterung 
des Bereichs einzuführende axiomatische Form sei, hat jetzt gar 
keinen Sinn mehr; denn davon, daB der Menge eines und nur eines 
ihrer Elemente zugeordnet ist, kann eben bei Wegfall des Auswahl- 
gesetze3 nicht mehr gesprochen werden. 

Wohl aber konnen entsprechende Festsetzungen folgendermaflen 
geschehen: 

Wir erweitern den Denkbereich, der die Menge N 
definierte, dur ch Einführung neuer axiomatis cher Form en. 
Dieso seien in erster Reihe Isologien, und zwar wenn 
die Menge M irgendein Elément von N ist, solche Iso- 
logiBn, deren erster Teil Prot.M und deren zweiter Teil 
ein und nur ein beliebiges Elément von M ist. Mit jedBr 
solchen Isologie sei auch jede Mengenr b 1 a ti on „xre\.ÿN" 
axiomatische Form, wenn deren Hauptteil (s) ein in 

1 Für den logisch zu ’ bewerkstelligenden Üb Br gang zum allgemBinen Fall 
ist bs von Wichtigkeit, zu bemerken, dafl „arel. 3ÏJV" dann und nur dann nxioma- 
tische Form isb, wenn „Prot.J/ = d" eine solche ist; und nicht, was hier no ch 
kaum als davon VBrschieden erscheint, wenn a das dem M zugeordnBte 
Elément von M ist. 
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jenen Isologien auf tr eten des Elément der MengBn M ist. 
Endlich setzen wir (willkürli ch) f es t , dafi der Dharakter 
von Prot .M immer deraelbe sei, wie dBr dea zweiten T 0 ils 
jener Iaologie, deren Brater Teil Prot .M iat. 

Unsere Denkgewohnheiten verleiten una aehr leicht dazu, in 
diese Festsetzungen mehr hineinzutragen, als in ihnen tatsàchlich 
enthalten ist. Insbesondere ist in ihnen durchaus nicht enthalten, 
daB wir jenes beliebige Elément aus irgend welchen àuBeren GründBn 
„noch nicht" bestimmt haben, aber bestimmen mochten, Dder gar 
vielleicht, um zu einer klaren Anschauung zu gelangen, doch be- 
stimmen müsaen. Wir fragen gar nicht danach, ob wir imstande 
sind, das zu rnachen; selbst wenn wir imstande sind, dieser Forderung 
zu genügen, wollen wir dies nicht tun. 

Der so beschriebenB Denkbereich ist offenbar verschieden VDn 
dem früher Brzeugben. Es ist etwaa anderes, wenn wir von einer 
IsolDgie ,, wissen", daB ihr zweiter Teil ein Elément von M ist, wie 
wenn wir wissen, daB dieser zweiter Teil das Elément a vdii M ist. 
Wir wissen, wenn man die gewühnliche AusdrucksweiSB benutzen 
will, was ohne Gefahr geschehen kann, in dem einen Fallo „weniger", 
als in dem anderen. Aber unser Wissen, d. h. unsere Anschauung, 
ist in dem einen Falle ebenso scharf, ebenso genau, wie in dem anderen. 
Und, was das Wichtigste ist, diese Anschauung kann in unserBm 
BewuBtsein immer genau reproduziert, vdu neuem vorgestellt werden. 
Sie hat infolge dessen di b hbchste Evidenz, die grbBtB ,,Zuverlâssig- 
keit", die unserem Denken zugànglich ist. Es ist ein naheliegender 
Irrtum, aber doch unbedingt ein Irrtum, die Anschauung des jetzt 
beschriebenen Denkbereichs als unvollkommen, als verworren |und 
daher unwissenschaftlich) anzusehen, „weil" wir nicht wissen, mit 
welchem ElementB von M wir es zu tun haben. Was wir wissen, 
wissen wir ebenso genau wie früher; wir wissen aber Btwas anderes. 
DaB wir jetzt ,,weniger "wissen, sagt eben durchaus nicht, daB unserB 
Anschauung weniger genau ist. 

Was wir jetzt von dem Denkbereiche wissen, sind wieder be- 
stimmte, genau angegebene Festsetzungen, ,,EigBnschaften" des 
spontan erzeugten Denkbereichs, und diBSB Fests etzungen genügen, 
um mit den bisherigen Methoden, ja mit denselben Worten, wie 
für den Fall der Annahme eines Auswahlgesetzes, festzusetzen, daB 
der Denkbereich moglich und widsrspruchslos, odBr demnach die 
durch den Denkbereich definiertB Menge 3 N — die Auswahlsmenge 
VDn N — konsistent ist. 

Die Auswahlsmenge 8 N enthàlt als ElementB ein und 
nur ein ElBmBnt jeder Menge M, und nur diese. Sie ist 




159 


14 — 15. Dos Prinxip der Auswahl. 

kDnaiatBnt, aie besitzt ,,logiachB Exiatenz M . Und die 
Erhàrtung dieser Tataache hat abaolut nichta mit der 
,,Mügli chkBit“ oder gar mit dam „VorhandBna Bin“ Binsa 
Auswahlgea etzB3 zu tun, das bBi diessr Bstrachtung 
überhaupt nicht in unaor BewuBtaein tritt, überhaupt 
nicht jjBxiatiBrt", auch wenn sa kon3truiert WBrden kann. 

Waa wir hier und in der Folge von ier AuawahlmengB auasagen, 
ist Anachauung an einem genau beachrieben^n DenkbBreiche, den 
die Anachauung aelbat ala moglich und logiach widerapruchaloa er- 
weist. DiB Exiatenz von £N iat damit wohl nicht ,,durch logis che 
Deduktion" hewiesen; disse Exiatenz wird — um den Schulausdruck 
zu gebrauchen — dur ch ein neusa synthetis elles Urteil erhàrtet; 
abBr die „Notwendigkeit ,f , diesea Urteil in unser BewuBtaein auf- 
zunehmen, die Evidenz der entsprechendEm Anschauung anzuerkennen, 
ist dieselbe, wiein jedem anderen AktB unserea logisch-mathematischen 
Denkens: ea ist eben immer die Evidenz einer an moglichen und 
logiach widBrapruchslosen (exakten) Denkbereichen erarbeiteten An- 
schauung. 1 

15. Daa Auswahlprinzip, nach dsrn zu jeder Zermeloschen 
Menge eine (konsistentD) Auswahlmengs existiert, ist durch die 
VDratehündBn Entwicklungen ein geaicherter Bestandteil unserea 
logiach-mathematischBn Denkens gewûrden. An dieser Auswahl- 
menge erarbeitetB Anschauungen haben ,, dieselbe" Evidenz, wie 
diB einfachaten Satzo der Arithmetik. Allerdings ergibt aich dieSB 
Evidenz für diB Arithmetik er3t dann, wenn wir den die Arithmetik 
definierenden Denkbereich |im nüchaten Hapitel) beschrieben und 
ala moglich und exakt (logis ch widerapruchaloa) erwiesen haben. 

Um die Richtigkeit und Anwendbarkeit des Auswahlprinzipa 
hat aich in den lBtzten Jahren ein heftiger Streit entaponnen 2 * * * * * 8 , der 
abBr, dBr Natur der SachB nach, nicht ao sehr da3 Auswahl- 


1 Vom St and punk te der ErkBnntnis théorie aua — aber auOerhulb des 

Rahmens der synthetischen Logik — BBtzt hier wieder der daube an die Zu- 

VBrlâssigkeit unsres „notwendigBn Denkens 11 ein. DÎBSBr Glaube drückt aich in 

Binem |wBnn auuh ala aolches nicht ausgBsprDuhenen) hBuriabischen Prinzipe aua. 

DieBBm Prinzipe zufolgB aind wir überzBUgt, dafl, wenn diB Anachauung zu Wïder- 
Bprüchen führt, ein „frrtum“ unterlaufen ist, d. h. ganz genau ausgBdrückt, daii 

wir die Grundnorm unsres Denkena verletzten, indem in einer ..verworrenen 11 
Anachauung „in gewisaer Beziehung nicht verachiedenB“ Dinge une ala überhaupt 

„nicht-verBchieden“ erachBinen. üffenbar ist ea sine AnBrkennung dieaea Prinzips, 
wenn wir für jBda „Antinomie“ eine „Loaung“ furdern. 

8 Siehe inabesondera Borel in Math. Annabn Bd. 90, 9. 194 und die Cinq 
lettres but la théorie des ensembles VDn Hadamard, Borel, Baire und Le- 
h BBgu b im Bull, delà Soc. math. 1 b Franc b, B. 33 S. 291. FemBr ZBrmBlo, Neuer 
Beweia für diB Mftglichkeit Biner Wohlordnung, Math. Annalen, Bd. 95, ina- 
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prinzip wie das Aus wahlg es e tz betrifft. Die hier gegebenen 
Erürterungen beziehen si ch nur auf eine bestimmte Klasse von 
Mengen, die wir Zermelosche Mengen genannt haben. Für diese 
Mengen, unter denen si ch, wie wir sehen werden, auch das Kon- 
tinuum befindet, ist der Sachverhalt vollstandig geklàrt, und dies 
dürfte — wenigstens vorlâufig — für die Mengenlehre und überhaupt 
für das mathematische Interesse genügen, obwohl es klar ist, daB 
dieselben Prinzipien weit über die hier gezogenen Grenzen hinaus- 
reichen. Trotzdem halte ich es für notwendig, mit einigen Worten 
auf den logischen Inhalt dieses Streites nàher einzugehen, der aus 
einer ganzen Reihe von Mi B vers t an dn iss en entstanden ist. 

Vor allem ist das Aus wahlprinzip überhaupt kein 
Axiom in dem allgemein gebrauchten Sinne des Wortes. Das geht 
schon daraus hervor, daB eben darum gestritten wird, ob das Aus- 
wahlprinzip ,,richtig“ ist oder nicht. Ein Axiom ist doch an sich 
weder wahr noch falsch; ein Axiom wird jjemgeführt 1 ', d. h. wir 
schreiben ihm ohne weitere Begründmig jene Evidenz zu, die in 
unserer Anschauung den logischen Sàtzen zukommt. Dies kann zur 
Beschreibung gewisser Erfahrungen zweckmàBig sein oder auch nicht. 
Für uns kommt nur eines in Betracht: Ist der durch Einfühnmg 
des Axioms ^erweiterte" Denkbereich müglich und widerspruchslos ? 
Die Anschauung eines solchpn Denkbereichs liefert mis, wenn dies 
der Fall ist, Eigenschaften des Denkbereichs, Tatsachen, die ebenso 
évident sind wie diejenigen, die dem Denkbereiche der reinen Logik 
angehoren. 

Das Auswahlprinzip ist ein Existentialsatz („die Menge QN 
hat lDgische Existenz"). Und dieser Satz wird durch diB ausführlich 
beschriebene Anschauung erhiirtet. Wenn wir das Wort „Beweis“ 
auch für solche FàllB gelten lassen, konnen wir geradezu sagen, daB 
die ausgeführten Erürterungen den Existenzbeweis für diB Aus- 
wahlmenge einer Zermeloschen MengB geben. 

Wàhrend ich nun in den mathematischen Ausführungen |Wohl- 
Drdnungssatz usw.), soweit es sich um Zermelosche Mengen 
handelt, vollstandig auf Seite Z er mélos stehe, ist die erkenntnis- 
theDretische Grundlage, auf dpr diese Satze ,, évident" werden, hier 
einB ganz anderB und gewiB auch tiefere. Soweit ich sehe, ist für 
ZermelD diB Existenz eines Auswahlgesetzes unmittelbar évident, 
oder zum mindesten einB HypothesB, die ohne weiteres eingBführt 


besonderB S. 111, wo die Einw&nde gegen das Auswahlprinzip auqführlich be- 
sprochen werden. 

Auch B. Russell ist, soviet ich weiO, entschiedener Gegner der von ZBrmelo 
urgierten allgemeinen Gültigkeit. 
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werden kann, und von der es — das ,,Waruin“ wird gar nicht er- 
tirtcrt — sicher ist, daB aie zu „richtigen'' Resultaten führt. Für 
uns ,,existiert" ein Auswahlgesetz überhaupt nicht; d. h. ea wird 
in den Denkbereich gar nicht aufgenominen, auch wenn es für uns 
joder für eine hühere Intelligenz) angebbar wàre. Trotzdem haben 
wir einen mDglichen und widerspruchslosen Denkbereich konstruiert, 
d. h. in einem endlichen DenkprozessB genau beschrieben, der die 
logis elle Existenz der Auswahlmenge erhàrtet. Wenn wir nun 
wissen, daB ein und nur ein Elément von M Elément von $N ist, 
fragen wir gar nicht, welches Elément von M dies wohl iat; unser 
Wissen ist ^weniger", als wenn dies angegeben wàre; aber waa wir 
wissen, ist darum nicht weniger scharfe, nicht weniger genaue Er- 
fahrung, deren Evidenz sich von der unseres übrigon mathematisch- 
logischen Denkena überhaupt nicht unterscheidet. 

Die Frage nach der Zulassigkeit eines Auswahlgesetzes ist es, 
die Zermelo von seinem extremsten Gegner Borel scheidet, und 
in dieser Fassung wohl gar nicht entschieden werden kann. E 3 
miiBte entweder für jede Menge N ein Auswahlgesetz angegeben 
werden oder aber für eine bestimmte Mpnge N ein Widerspruch 
in der Anuahme eines Auswahlgesetzes nachgBwiesen werden. 
Beidcs scheint mir genau so unausführbar wie die ,,Summierung“ 
einer unendlichen Reihp; die Furderung selbat ist ,,unlogisch M . Durch 
Anderung der Définition gelangen wir aber zu einem Begriffe der 
Reihensumme, ohne ein Gesetz für die ^Addition' 1 unendhch vieler 
Zahlen aufzustellen; und ebenso gelangten wir zu einer logisch 
widerspruchslosen Définition der Auswahlmenge 3 N, ohne ein 
Gesetz der Auswahl für diB Mengen M, die Elemente von N sind, 
zu postulieren oder gar aufzustellen. 

Nach Borel ist für die“ Existenz eines Auawahlgesetzes nur 
dann Gewâhr geleistet, wenn es tatsàchlich angegeben ist. Da3 ist 
jedenfalls der sehr berechtigtB Standpunkt des Empiristen; das 
Auswahlgesetz ist eine Anschauung; und die „Moglichkeit“ einer 
Anschauung liegt offenbar darin, daB ich diese Anschauung tat- 
sàchlich hervorrufen kann. 

Wenn wir aber den „Begriff“ des Auswahlges Btzes voll- 
standig fallen lasaen und uns darauf beschranken, einen moglichen 
und widerspruchslosen Denkbereich zu konstruieren, d. h. durch 
einen endlichen Denkprozefi genau 1 zu beschreiben, der diB Existenz 


1 Was wir frühBr als vollst&ndigB oder unvollfltàndige Beschreibung des 
DenkbBreichs bezeichneten, hat mit dBr Genauigkeit dieser Beschreibung nichts 
zu sohaffen. 
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ier Auswahlmenge erhartet, sd haben wir damit einen Stand- 
punkt erreicht, der uns z'eigt, daB die weitpren Zermeloschen Bàtze 
(für ZermeloscKe Mengen, also auch für das Kontinuum) der 
„wahren Mathematik' 1 angehoren, und der den VDn BdtbI [und 
in anderer Kichtung auch VDn Poincaré) aufgestellten Forde- 
rungen vollstandig genügt. Diese Forderungen sind von Borel selbst 
genau formuliert: 

„U n’y a pour lui [le mathématicien] qu’une distinction utile: 
certaines définitions permettent de connaître parfaitement l’être 
mathématique dont on parle, de calculer sur lui sans aucune ambi- 
guïté ou confusion possible, d’autres ne le permettent pas. 1,1 

Unsere Betrachtungen zeigen eben, daB die Auswahlmenge 
3^ einer Zermeloschen Menge ein ,,être mathématique 11 ist, wie 
jedes andere. 


TBilmBngen. PutenzmengB, DurchschnlttsmBnge usw. 

IB. Sind M uni T u-Mengen, deren Beschreibung demnach 
durch einen ,, Denkbereich 11 erfolgt, so kann es vorkommen, daB die 
axiomatischen Grundformen, soweit sie nicht Elemente der Mengen 
definieren |d. h. soweit sie nicht von der Form ,,ærel. M“ bzw. 
„£crel. T“ sind) in beiden Bereichen dieselben sind und ferner für 
jedes x, sobald „zrel. T" in der Définition von T auftritt, „xxû.M“ 
auch in der Définition von M erscheint. Wir drücken dies kürzer 
so aus, daB jedes Elément von T auch Elément von M ist. Die 
Mengenrelation in M und T ist dabei als nicht verschieden gedacht. 

Dffenbar ist dann jede axiomatiscliB Grrundform dBS Denk- 
berBiches von T auch axiomatische Grrundform des Denkbcreichps 
von M , und der erste Denkbereich kann aus dem zweiten so ,,ent- 
standen“ gedacht werden, daB gewisse Grrundformen, die Elemente 
von M definierten, eventuell weggelassen werden. In diesem Falle 
nennen wir die Menge T eine Teilmenge von M. Der Augen- 
schein lehrt, daB, wenn M konsistent ist, auch jede Tbü- 
menge T vonM konsistent ist. Jedes Erlebnis im Denkbereiche 
der MengB T ist ja auch ein Erlebnis im Denkbereiche der MengB M. 
Und wenn dieser Denkbereich durchweg müglichB und zu keinem 
Widerspruche führende ErlebnissB aufweist, ist die3 offenbar auch 
für den Denkbereich von T der Fall. 

DiB MengB M selbst genügt der Définition einer „Teilmenge 
von M"; wir nennen auch M einB Teilmenge |und zway eine un- 


1 La philosophie mathématique et l’infini, Revue du Mois, B. XIV, S. 219. 
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eigentliche Teilmenge) von M. Man kann aus den Grundformen 
des Denkbereiches vonM auch aile axiomatischen GTundformen weg- 
gelassen denken, die gewisse Dinge als Elemente von M definieren. 
Jdiesem Denkbereiche, der dann eigentlich gar keine Menge definiert, 
adjungieren wii rein formai ein Ding (das eben der Erzeugung iieses 
Denkbereichs entspricht) und nennen disses Ding die „Nullmenge 
von M“. Auch aie- soll eine uneigentliche TeilmengB von M heiflen. 
Jede andere Teilmenge vpn M nennen wir eigentliche Teilmenge 
von M. 

Unter der Annahme, daB es für jedes Ding entschieden ist, ob 
es Teilmenge von M ist oder nieht, konnen wir die Teilmengen von 
M als ,,gegebene M Dinge fassen. (Gegeben sind dann, dem einge- 
bürgerten GebrauchB nach, die eigentlichen Teilmengen von M, die 
Nullmenge von M und endlich M selbst als uneigentliche Teil- 
mengen.) Wir konnen dann diB Forderung stellen, eine Menge zu 
bilden, deren Elemente die Teilmengen von M und nur dieSB sind. 

Db diese Menge aller Teilmengen von M — bei irgend einer Wahl 
der Mengenrelation — konsistent sein wird, muB natürlich in jedem 
Falle besqnders untersucht werden. 

Ist M eine a-Menge, so nennen wir die a-Menge aller Teilmengen 1 
von M |nach Zermelo) kürzer auch die Potenzmenge von M und 
bezeichnen sie mit tyM. 

Wenn M eine Cantorsche MengB ist, so ist offenbar auch jede 
Teilmenge von M eine solche, und die Potenzmenge (als ein b 
Menge Cantorscher Mengen) eine Zermelo sche Menge. Nach unsem 
früheren Entwicklungen ist diB Konsistenz dieser PotenzmengB ge- 
sichert, wie immer auch die Mengenrelationen angenommen seien. 
InsbesDndere konnen die Mengenrelationen als durchweg nieht ver- 
schieden angenommen werden. Wir sind demnach zu dagp An- 
schauungssatzB gelangt, daB die PotenzinengB jeder Cajitor- 
schen MepgB Bine Zermelosche MengB und damit auch 
konsistent ist. 

Endlich ist, wiB man unmittelbar sieht, wenn M einB 
Cantorsche Menge ist, auch diB Auswahlmenge 3*P-^ 
ihrer PotenzmengB konsistent. 

17. Es sei ' N eine konsistente n-Menge, deren Elemente |z. B. 
M lt M a usw.) durchweg konsistente a-Mengen sind. Es kann dann 
Dinge geben, die ElementB jeder Menge M sind, die selbst Elément 
von N ist. Ob ein Ding ein solches „gemeinsamBs" Elément , joUer" 

1 Die Teilmengen sind der Définition nach durohweg a-Mengen. 
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Mengen M ist, muB der Augenschein lehren. Dis Menge, deren Ele- 
mente diese und nur diese Dinge sind, heifit der Durchschnitt 
VDn N, ausführlicher die Dur chs chnit tsmenge jener Mengen 
die Elemente von N sind. Wir bezeichnen aie mit XN. 

Offenbar ist diese Durchsohnittsmenge einB Teilmenge jeder 
Menge M : eine eigentliche Teilmenge oder M SBlbst, wenn es Solche 
„Durchschnittselemente“ gibt ; SDnst die Nullmenge. 

Insbesondere besitzt jeie Zermelosche Menge eine 
Dur chs chnittsmenge, deren logische Existenz unmittelbar klarist. 

Es làflt sich ferner die Forderung aufstellen, eine Menge zu 
bilden, für welche jedcs Elément irgend einer Menge M, und nur 
diese, Elemente der zu bildenden MengB sind. Wir nennen sie 
Ver einigungsmenge von N, genauer Vereinigungsmengp 
(Suinmenmenge) aller Mengen, die Elemente von N sind, 
und bezeichnen aie mit 23 9 N. Ob diese Menge mit den M 
und mit N konsistent ist, bleibe dahingestellt. Dffenbar ist dies 
aber für jede ZermeloschB Menge der Fall. 

Je de ZermeloschB MengB besitzt eine Y ereinigungs- 
menge, deren logische Existenz klar ist. 

Erwàhnenswert ist der Fall, wd die Mengen M elementBn- 
fremd sind. Dies heiflt folgendes: wenn und M 2 irgend- 
welche verschiedene Elemente VDn N sind, gibt es kein Ding, das 
Elément vun M x und M. £ ist. Dieser Fall, auf den wir den ail- 
gemeinen Fall meistens zurückführen konnen, ist für die Anwen- 
dungen der wichtigste. Die Mengen M werden, wie schon aus- 
einandergesetzt wurde, als durchweg verschieden vorausgesetzt. 
Wenn wir alsn den Elementen der Mengen M die weitere Eigen- 
schafb zuschreiben, zu einer und nur einer der Mengen M zu 
„geh^n“, werden nach Einführung dieser Eigenschaft die Mengen M 
durchweg elementenfremd sein. 

Ist wieder N eine Menge, deren Eléments durchweg Mengen 
sind, so làfit sich — wenigstens in gewissen Fàllen — aus diesen wieder 
eine neue Menge, die Verbin dungsmenge (Pr oduktmenge) von 
N definieren, die, wenn sie logische Existenz besitzt, mit 2 ) p N be- 
zeichnet werden soll. Als Elément dieser Menge definieren wir jede 
Menge — und nur diese — deren Elemente Elemente der in N ent- 
halten en Mengen sind, und zwar so, dafl sie aus jeder der in N ent- 
haltenen Mengen ein und nur ein Elément enthâlb. 

In den einfachsten Fàllen ergibt die Anschauung die logische 
Existenz der Verbin dungsmengB, und auch ihre s àmtlichen, Elemente. 

Es seien z. B. die Elemente von N die Mengen M' und M” \ 
die Elemente von M' seien a v \ und nur diese; die Elemente von 



17. Tèilmmgm. Pvtmxmmgi, Durohsahnittsmengs usw. 
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M n àhnlich a 2f b 2 uiid nur diese. Elément b der Verbindungamenge 
sind dann Dffenbar die Mengen, der en Eléments a x und a 2 , oder àhn- 
lich a x und b 2f b 1 und a 2 , b 2 und b 2 sind. 

Im allgemeinen aichert, wie man unmittelbar sieht, die Anwend- 
barkeit dea Auswahlprinzips die Tatsache, daB es Dinge gibt, die dpr 
Définition nach Eléments der Verbindungsmenge sind, und demnach, 
daB diese Menge, falls aie logis elle Existenz besitzt, keinB Nullmenge 
ist. Dieser Ausspruch |der „Produktsatz“) formulierb daa Auswahl- 
prinzip von neuein. Die logische Existenz der Verbindungamenge 
fordert aber noch daa Ans chauungsp Dstulat , demzufolge es für 
jedea Ding entscliieden ist, ob es Elément der Verbindungsmenge 
iat oder nicht. Mit andern Worten besagt dieaea Anschauungs- 
poatulat, dafl die Eigenschaft ,,Element der Verbindungsmenge sein" 
définit, d, h. eine „Cr-EigensDhaft ‘ 6 ist, Darauf wird es spàter allein 
ankommen. Die Zusammenfassung dieser Elemente in einem „kon- 
sistenten" Mengenbegriff iat meist nur eine bequeme Ausdrucks- 
weise, die au ch vermieden werden konnte. 




Siebentes Kapitel. 

Die Grundlagen der Arithmetik. 

ArithmBtische Summen und ProduktB. ArithmBtische GlelchhBit. 

1. Die Einführung jenes axiomatischen Bereichs, [1er ein exaktes 
Bilil der Arithmetik ergibt, wird durch die Beschreibung gewisser 
neuer Formen vorbereitet. Es sind dies in erster Reihe die arithme- 
tischen Summen und die arithmetischen Produkte. Die Interpré- 
tation dieser Formen, die auch in verschiedener Weise erfolgen kann, 
bleibt vorbehalten. Damit ist gesagt, dafl wir zuerst einen Formen- 
bereicli beschreiben und spàter erst zu einem entsprechenden Denk- 
bereiche übtugehen. Die neuen Formen sind 

x + y 

deren Hauptname eben „arithme tis che Summe" sein soll unit 
der weiter noch die Teilnampn ,,den ersten Teil x enthaltend" und 
,,den zweiten Teil y enthaltend 11 zukommen; femer 

x x y 

deren Hauptname „arithmetisch es Produkt" sein soit und der 
weiter noch die Teilnamen ,,den ersten Teil x enthaltend" und „den 
zweiten Teil y enthaltend" zukommen. 

Es sollen jetzt Festsetzungen getroffen werden, nach denen in 
gewissen Fallen gewisse Formen [unter an deren auch arithmetische 
Summen und Produkte) einen Numerator — und nur einen — be- 
stimmen. Diese Festsetzungen sind spontan, d. h. ganz willkürlich 
getroffen, werden sich aber als ,,zweckmàfiig" erweisen, indem sîb 
dazu dienen kônnen, diB Denkvorgànge der Arithmetik exakt zu be- 
schreiben. Diese Bestimmung ein es Numerators erfolgt in „be- 
stimmter 11 Weise und sollte deshalb eigentlich einen besonderen 
Namen erhalten, z. B. ,, arithmetische Bestimmung" heifien; der 
Kürze wegen lassen wir disses Beiwort weg, da diesB kürzere Aus- 
druckswBise zu keinerlei Miflverstàndnissen Anlafl g'eben kann. 
DieBB Festsetzungen sind: 
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I. JedBi Numerator soll sich selbst |arithmetisch) 
b estimmen. 

II. Ist x Bin Numerator, so soll die arithmetische 
Summe x + 1 den auf x unmittelbar folgenden Nume- 
rator fœ bestimmen. 

III. Sind x und y Numerat oren, ferner u dBr durch 
x + y beatimmte Numerator, so soll diB arithmetische 
Summe x dBn auf u unmittelbar folgenden Nume- 
rator f u bestimmen. 

Die Festsetzungen II. und III. ergeben fur jede arithmetische 
Summe, deren Teile Numeratoren sind, eine ,,eind mitige 1 1 Bestimmung. 
Sei m ein beliebiger, aber bestimmter Numerator. Um dannm + 1 zu 
bestimmen, ist nur II. brauchbar und ergibt f m. Ist aber m -|- y 
jjbBstimmt", so kann zur Bestimmung von m +f y nur III. gebraucht 
werden und e'rgibt, wenn m + y den Numerator u bestimmt, f u. 
Die vollstândige Induktion für endliche Mengen ergibt den ausge- 
sprochenen Satz. 

IV. Ist x ein Numerator, ao soll das arithmetische 
Produkt i xl dBn Numerator x bestimmen. 

V. Sind x und y Numeratoren, ferner u Ibt durch 
x x y bBstimmtB Numerator, so soll das arithmetische 
Produkt xxfy dBn durch die arithmetische Summe 
u + x bestimmten Numerator bestimmen. 

Die Festsetzungen IV. und V. ergeben für jedes arithmetische 
Produkt, dessen Teile Numeratoren sind, einB eindeufcigB Bestimmung, 
wovon man sich genau wie früher (durch die in der vollstàndigen 
Induktion für endliche Mengen enthaltene Anschauung) überzeugt. 

VI. Wenn die Formen. F und G die Numeratoren u 
und v bestimmen, aoll die arithmetische Summe F -f- G 
donselben Numerator bestimmen, wie u + v. 

VIL Wenn die Formen F und G diB Numeratoren u 
und v bestimmen, soll das arithmetische Produkt F x G 
denselben Numerator bestimmen, wie u X v. 

Wenn F und G beide Numeratoren sind, so sagt VI. und VII. 
nichts anderes, als dafi u + v denselben Numerator bestimmt, wie 
u -\-v, und ahnlich für u x u; ist aber auch nur einB der Formen 
F, G kein Numerator, so ergibt VI. und VII. eine neue, eindeutige 
Bestimmung, dit? früher eben ni dit vorhanden war. 

VIII. Wenn die Form F den Numerator u bestimmt, 
soll f F don Numerator f u bestimmen. 

Künlg, Mcngenlehre. 
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VIL Die Qrundlagm der Arithmetik. 


Die Bestimmung ist j^indeutig" und ,,neu“. Für f-Bilder war 
eben noch keine Bestimmung gpgeben, wenn F kein Numerator iat; 
wenn aber dies der Fall ist, sagt VIII. eben nur, daB der Numerator 
sich selbst bestimmt. Nach dieser Festsetzung kann auch umgekehrt 
f F nur dann den Numerator f u bestimmen, wenn F den Nume- 
rator u bestimmt. 

IX. Wenn die Form F den Numerator u bestimmt, 
soll auch die logisclie Summe F 4- F und das logische 
Produkt F X F den Numerator u bestimmen. 

Auch diese Bestimmung ist ,,eindeutig“ und ,,neu“. 

2. Die Tatsache, daB die Formen F und G den gpschehenen Fest- 
setzungen nach Numeratorpn bestimmen und daB dipse Numeratoren 
nicht vers chie den sind, drücken wir dur ch 

F = G 

aus, wd die hingeschriebene Formel unmittelbar nur eine abgekürzte 
Schreibweise ist. Wir sagen in diesem Falle auch, daB F und G ,,den- 
splben (arithmetischen) Wert besitzen“. Wir formalisieren aber sd- 
gleich diese Ausdrucksweise, indem wir 

x = y 

als Form einführen, deren Hauptname ,,arithmetische 
Gleichheit 11 und deren Teilnamen ,,den ersten Tbü x 
enthaltend“ und ,,den zweiten Teil y enthaltend" sind. 

Um aber bei dieser Formalisierung die wesentlichen Eigen- 
Schaften der arithmetischen Gleichheit zu erhalten, setzpn wir weiter 
fest, daB in jedem Formenbereich, der arithmetische GUeichheiten 
enthalt, die Formen 

[* = y] i=) [y = x], 

[(x = y) x | y =a)]t[x = *], 

die nach dem obigen interpretiert unmittelbar évidente Tatsachen 
ausdrücken, als axiomatische Formen cnthalten sind. 


DBr axiomatischB FormenbBrBlch dBr Arithmetik. 

3. Mit Hilfe der bisherigen Festsetzungen kann nun der Formen- 
bereich, der bei entsprechender Interprétation die Denkvorgànge der 
jreinen) Arithmetik vollstàndig beschreibt, unmittelbar gegeben 
werden. Dies geschieht durch Aufstellung der ihn definierenden 
axiomatisclien Formen. Diese sind: 




3. Der axiomatiszhê Formenbereich der Arithmetik. 


ne 


a) iie axiomatischen Formen, welche [lie Numera- 
tDren definieren, 

1 quai. 3 , (3,) 

[x quai. 3] i=i [fx quai. 3], |3 a ) 

b) die axiomatischen F or m en der arithnietis chen 
Uleichheit 

[x quai. 3]C O = x], | EJ 

die eben besagt, daB jeder Numerator nach den Festsetzungen in 
Art. 1 und 2 M eh selbst bestimmt, und weiter nach dem früheren 

[x = y] i=i [y = x], (EJ 

[|x = y) X \y = *)] t [x = *], \EJ 

c) die axioniatis chen Formen der ..Addition" 1 : 

[x quai. 3] C [|x + 1) =fx], Mi) J 

[|x quai. 3) X \y quai. 3)] C[|x +fÿ) =f |x + y)], Mu) 

[|x = y) X (z = u)] C [|x + z) = {y +w)], (AJ 

dur ch welche die Festsetzungen II., III. und VI. des Art.l ,,axioma- 
Lisiert“ werden. 

d) Die axioniatis chen Formen der „Multiplikation“ 3 : 

[ x quai. 3] C [(® X 1) — x], (Mj) 

[|* quai. 3) X [y quai. 3)] C [\ x X f y) = \{x X y) + x)] |M Z ) 
[(x = y) X [z= u)] ( [|x xz) = (y X w)] ( |M 3 ) 

dur ch welche die Festsetzungen in IV., V. und VII. „axioniatisiert tl 
sind. 

e) Das BildaxiDin: 

[æ = y] i=> [fx =fÿ], [B) 


1 Indem wir die Erzeugung der arithmetischen Summe alu ,,Addition“ be- 
zcichnen. 

* Man kbnnte hier |und sp&ter) fur jeden Nurnsrator a eine speziBÜB 
„axioinatische“ Forra „a + 1 = fa" einführen, wührend disse nach unsem 
Festsetzungen Brst durch die logische Deduktion — hier durch die Substitution 

*sl*j — aus |^4j) entateht. DiBS geschiBht ni ch b, trDtzdem die „Formelh lt da- 

durch Binfacher würden. Wïr'h&tten dann ..unendlich" viele Axiome; wtthrend 
die Ausführungen des TextBS den Denkbereich der Arithmetik durch eine „end- 
liche !i Anzahl von Axiumen vollstdndig beschreiben. 

3 Indem wir diB Erzeugung des arithmetischen Produktes uls „Multipli- 
kation" bezeichnen. 
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VII. Die Grundlagen der Arithmetik. 


wd (11b Fcstsetzung VIII. und ihre dort evidentB Umkehrung „axio- 
matisiert 11 wird. 

f) Und endlich dis axiomatis chen Formen der Drdnung 
[x quai. 3] C [x < f x], |Dj) 

[(*<»)>< (y <*)]([*<*], (Oj) 

in denen die natürliche Ordnung der Numeratoren |Kap. III, Art. 7) 
zum Ausdruck gelangt. 

4. Die einfachste, aber in ihrem Denkinhalte auch die àrmste 
Interprétation des jetzt beschriebenen axiomatischen Formenbereichs 
erhalten wir durch fulgende Annahmen. Die Numeratoren sind die 
in Hap. III beschriebenen Dinge; logische Summen und Produkte 
sind auch als Formen durch ihre Erzeugung bestimmte Dinge, denen 
wir die Festsetzungen des Art. 1 als , J EigensDhaften“ beilegen. 
Die arithmetische Gleichheit x = y sagt dann aus, daB die Dinge, 
deren Eigennamen x und y sind, die ,,Eigenschaft“ besitzen, gewisse 
Numeratoren zu bestimmen, und daB dieSB Numeratoren nicht ver- 
schieden sind. Endlich sei die Interprétation von x < y, daB y ein 
Gliei der /S'. j-ReihB ist. 

DaB der bei dieser Interprétation entstehende Denkbereich ein 
exakter Wahrheitsbereich ist, ist ein b der Anschauung leicht zu- 
gàngliche Tatsache. Es sind wieder nur dis für den Denkbereich der 
reinen Logik in Kap. V, Art. 6 — 9 entwickelten Methoden anzuwenden, 
indem wir den dort unter I — X. gegebenen Festsetzungen noch die 
weiteren hinzufügen, daB jede arithmetische Gleichheit x = y und 
jede Drdnungsrelation x < y eine P-Form sei. Die Ausführung konnen 
wir dem Leser überlassen, da sie sich — beinahe wiirtlich — 
aus dem früheren ergibt. Man bemerkt aber sogleich, daB dieso 
inhaltsarme Interprétation, obw T ohl sie einen exakten Wahrheits- 
bereich liefert, zu einer genauen Beschreibung der in der Arithmetik 
angeschauten Denkvorgânge nicht genügt. Nicht so sehr, weil ihr 
noch der Begriff der Kardinalzahl fehlt; diesem Mangel kann, wie 
wir bald sehen werden, durch eine neuB Interprétation für (arith- 
metische) Summen und ProiuktB sehr leicht abgeholfBn werden. Die 
Festsetzungen genügen für diB Arithmetik vor allem deshalb nicht, 
weil der Begriff der P-Formen zu weit gefaBt ist. Wir erfahren wohl, 
daB jedB Form des Bereichs eine P-Form ist; aber bei diesen Fest- 
setzungen ist z. B. auch 8 = 4 eine P-Form, die demnach Form des 
Bereichs sein kann, ohnB daB sie es deshalb sein mu B# Um durch 
die Anschauung zu erhârten, daB 3 = 4 keine Form des Bereichs ist, 
muB eine anderB Festsetzung des Form en bereichs erfolgen. 
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DaB dies geschehen kann und wie dies geschieht, ist für dis Gruml- 
lagen unsres logis ch-mathomatischen Denksns von dBr groBtBn Wich- 
tigkeit, was ich in einigen Zeibn noch niiher auseinandersetzen will. 

Wenn ich in einer Abhandlung, dis nach einer ^echnung 4 ' vdii 
ein paar hundert Seiten, mag dieao ganz elementar sein oder auch 
die ..modernsten" BegriffsBntwicklungen der Mathematik enthalten, 
zu dem Résultats 3 = 4 gelange, so wsrde ich der Überzeugung Aus- 
druck geben, daB „ein Rechcnfehler nnterlaufen sein inuB“. Damit 
ist „der Glauben an die Zuverlàssigkeit unarefl notwendigen Denkens' 4 
ausgedrückt, über den hinauszugehen eben nicht gefordert wird. 
|Wie selbst der groBte Schlachtendenker keiner weiteren (astrono- 
mischen) Vertiefung der ïatsache bedarf, daB die Nacht anbricht. 
Er wird gewiB eine Wiederholung des Josuaschen Wunders nicht in 
den Kreis seiner Kombinationen, in seinen „DenkbereiDh‘', ein- 
beziehen.) Jenen Grlauben an die Zuverlàssigkeit unseres Denkens 
zu vertiefen und das metaphysiache Dder dogmatische Elément 
(Il es es Grlaubens auf seine einfachste Restait zu bringen, ist eben 
der Wunsch, der jedes erkenntnistheDretische Denken begleitet. 
Dies geschieht in der folgenden Weise. Wir tiBffen solchB Fest- 
sptzungen, bei den en 3=4 keine P-Form wird, und dia Annahme, 
daB 3 = 4 einB Form des Bereichs ist, trDtzdem die Ansehauimg 
(als Teilerlebnis) enthàlt, daB 3 = 4 einB P-Form ist. Wàre nun 3 = 4 
uine Form des BereicliBS, sd würde siB die Grunilnorm unsres 
Denkens verletzen; eine P-Form wàre zugleich keine P-Form, ein 
Ding endlich von sicli selbst verschieden. Was wir nun ,, glauben", 
ist, daB eine solche formais Unmoglichküit auch ,,tatsachlich" nicht 
auftritt. |Siehe Kap. Y, Art. 5.) 

S o paradox es auch klingt, die Tatsache, daB unser arithmeti- 
tisches Denken niemals 3 = 4 ergeben kann, wird durch dio folgenden 
Betrachtungen zum erstBnmale ,,bewiesen“. Selbstverstandlich ist 
der Beweis eine demonstratio ad dduIos. 

5. Im AnschluB an die Festsetzungen in Hap.V, Art. B normieren 
wir weiter: 

XI A. Die Qualitâtsf orm ,,x quai. 3" soll dann und 
nur dann einB P-Form sein, wenn ihr HaupttBil x Bin 
Numerator ist. 

XIIA. Eine arithmetis chB Gleichheit Soll dann und 
nur dann Bine P-Form sein, wenn ihr Brster und zwBiter 
Teil nach dBn SàtzBn I — VIII. in Art. 1 dieses Kap. einBn 
NumBrator, und zwar beidB denselben NumBrator be- 
stimmen. 
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VIL Di b Orundlagen der Arithmetik. 


XIII A. Die Dr dnungsrelati on x < y soll dann und 
nur dann eine ^-Form sein, wenn y pin Glied der iS' xf - 
Reihe ist. 

Lidem wir nun auch x + y, x X y, x quai. 3, x < y, x = y 
und fæ, sowie den Numerator 1 unter die ,,aufgezàhltBn >( primaren 
Zeichenformen 1 aufnehmen |die 1 als einfaches voiles Dingzeichpn), 
sind diese durchweg Jÿ-Formen, wie dics aus dem .P- Charakter der 
Stellenzeichen x und y unmittelbar hervorgelit. Ea ergeben sich 
für den Charakter „jeder Form“ Satze, die den Sàtzen des 
Kap. V, Art. S an al o g, aber von diesen vers chie den WBrden, 
wenn wir, wie dies der Fall sein soll, für den Charakter 
der Isologie eine andere, als die dort getroffBne Fust- 
setzung eintreten lassen. Diese sei (wàhrend X. für die 
Àquipollenz giiltig bleibt): 

X A. Die Isologie F = G soll dann und nur dann eine 
-P- Form sein, wenn 

entweder F und G denselben Charakter besitzen, aber 
weder F noch G einen Numerator bestimmen, 

oder aber F und G Numeratoren, und zwar sowohl 
F wie G denselben Numerator bestirnmen. 

Der Unterschied zwisclien dieser und der früheren Festsetzung 
zeigt sich z. B. für l=fl, das wir früher mit der Anschauung, daB 
1 und fl bBide JV-Formen sind, eine P-Form nannten, wiihrend 
jetzt 1 = f 1 eine 2V-Form wird. 

Die Anschauung ergibt dann Satze, die den in Kap. V, Art. 13 
pntwickelten vollstàndig analog sind. Diese letzteren sind jedoch 
nicht geradezu auf die jetzt beschriebenen Eigenscliaften übertragbar; 
offenbar treten infolgB von XA. für Isologien ganz andere Verhalt- 
nisse auf; insbesondere werden jetzt auch jene Festsetzungen mit 
zu berücksiphtigen sein, nach denen eine Form in gewisspn Fallen 
„einen Numerator bestimmt", in anderen Fallen aber niclit. Wir 
werden jedoch die zitierten Satze gpnau in ihrem Wortlaut aufrecht- 
halten konnen, in dem wir dem Ausdrucke „einen bestimmten Cha- 
rakter besitzen" eine neue, engere Bedeutung geben. 

Eine Form F soll jetzt ,, einen bestimmten Charakter 
b esitzen “ , wenn es dur ch die hier entwi ckelt en Fest- 
setzungen entschieden ist, Db sie P-, 0- oder N-Yoxm 
ist, und es auch entschieden ist, ob sie einen Nume- 
rator bestimmt oder nicht. 


1 SelbHtvera t&ndlich kimnen auch „ andere 11 prim&ra ZeiuhenforniBn auf- 

treten. Sîb sind, mit Ausnahme der Stellenzeichen, durchweg ÂT-Formen. 
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In unverân dBrtem WortlautB, aber in verànderter 
Bedeutung gelten dann wieder dÎB an der zitierten Stella gegebenen 
Satzp, die der leichteren Übersicht wegen hier nochmala hingeschrieben 
seien : 

a) Iat F irgend eine Form und sind V x , V, ... Formen 
von bestimmtem Dharakter, ao hat auch die Form 


5 fc 

einen beatimmten CharaktBr. 

b) Wenn die Formen V x , V y , . .., W x , W , ... einen be- 
stimmten Dharaktor besitzeu und V x = W ^ V = W, ... 
durchweg P-Formen sind, ao beaitzen mit F auch 


s (r/, v’,..) f und s w’,..) F 


einen beatimmten und zwar denaelben Dharakter. 
c) Jede Form hat einen beatimmten Dharakter. 

Die Siitze ergeben sich aua dem endlichen Denkprozesse, dél- 
ais ,,Erzeugung einer beliebigen Form“ seinerzeit beschrieben wurdt*. 
Sie sind évident, wenn F eine primare Zeichenform ist, und 
die vullstàndige Induktion für endliche Mengen zeigt ilire Evidenz 
für jede Form; genau ao wie in Kap. V, Art. 5. 

Auch jetzt liann es vorkDininpn, daB eine Form F nicht nur 
selbst P-Foirn ist, sondern auch bei jeder Substitution 


wo U x , TJ y , . . . beliebige Formen sind, P- Form bleibt. Eine solclie 
Form soll P-Form genannt werden, wo die Bedeutung dieaes 
Ausdrucks selbstverstandlich eine an der e ist, als aie es in der Théorie 
der logischen Formen war. In der Beschrpibung der auftretenden 
Verhaltnisse bleibt aber der Wortlaut der dort gegebenen Entwick- 
lungen beinahe unverândert. 

Wir überzeugen uns leicht, daB die logischen Grrun df ormen 
auch bei dBm jetzt gebrauohten Sinne des Namena ,,P- 
Form“ durchweg P-Form en sind. Für |IIIa — III j) und 
|Va — Vh) andert sich dabei überhaupt nichts (Kap. V, Art. 1); wd 
Isologi en nicht MdB zwischen Valenzen auftreten, wiB in (la), |Ib), 
(Ha — Ilg) und (IV), sind die verànderten Featsetzungen zu berück- 
aichtigen, aber man sieht auch hier Dhne jede Schwierigkeit, d»tt 
jede dieser Formen P-Form iat. 
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Ebenso wird es évident, daB die axi omatia ch en Formen, 
diB für den Bereich der Arithmetik aufgestellt wurden, dur ch we g 
P-Formen sind. 

Sd z. B. 0J, das sich bei einer Substitution überhaupt nicht 
iindert, wàhrend „lqual.3“, wo 1 eben ein Numerator ist, der Défini- 
tion nach P-Form ist. Weiter wird |3f z ) eine P-Form; diB Anschauung 
zeigt, daB x mid f x zugleich Numeratoren sind oder nicht; und damib 
wird jj^qual.^' 1 und „fÆqual.3“ gleichzeitig P-Form oder Â-Form. 

Die Verhàltnisse liegen sd einfach, daB ein Durchsprechen samt- 
licher axiomatischen Formen ganz überflüssig ist. Uni noch ein Bei- 
spiel zu geben, betrachten wir noch die letzte solehe Form: 

[(*«») X |y<*)]t [*«’*]■ (O,) 

W'iin z Slied der S x t -Beihe ist, wird x< z eine P-Form und damit 
die Implikation selbst eine solehe. Wenn aber z kein Glied der *9 x f - 
Reihe, wird x < z eino JV-Form; aber dasselbü findet daim auch 
für | x < y) X | y < z) statt. Die Aussage, daB diese Form eine 
P-Form ist, würde eben sagen, daB y ein Glied der S x f -Reihe und z 
ein Grlied der tS^-Reilie ist, wDmit eben das Erlebnis verbunden ist, 
daB auch z ein Glied der S x f -Reihe ist. Es ware dann z von sich selbst 
vers chie den. 

[îenau mit denselben Worten, wie in Kap. V Art. 8 und 9, über- 
zeugen wir uns weiter, daB die Anwendung der lDgischen Prinzipe 
wieder durchweg P-Formen ergibt, d. h. je de Form des jetzt 
definierten Bereichs P-Fdtiu ist. Sd kann z. B. in diesem 
Bereiche die Deiuktion niemals 8 = 4 er geben. 

Der axiomatische Bereich ier Arithmetik beschreibt 
demnach einen wi derspru chlos en WahrheitsbBreich. Der 
Grlaubo an die Zuverlâssigkeit unsres Denkens ist dabei in der „dog- 
matischen" Annahme ausgesprochen, daB ein Ding niemals von sich 
selbst verschieden ist, oder wûhl subjektiv, aber dDch genauer aus- 
gedrückt, daB einB Anschauung, nach der ein Ding |d. h. diB Er- 
zeugung eines Dinges) von sich selbst verschieden ware, niemals in 
unserem BewuBtsein auftreten wird. 

DIb GBSBtzB dBr Arithmetik. 

B. Man erhâlt aus 

[* quai. 3] C [ (a; + 1) =fæ] M,) 

durch diB Substitution 6' | j , abermals eine Form unsres Bereichs: 

[1 quai. 3] c [(1+1)= fl]. 
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Es ist aber ,,1 quai. 3“ Form des Bereichs, und damit nauh dem 
Schlufiprinzipe auch 

(1+1) =fl 

eine ,,^4-Foim“, wie wir kurz sagen wollen, WPnn pine Form dem 
axiomatischEn Foimenbereich dpr Arithm&tik angehôrt. 

Infolge des Bildaxioms ist 

[(1 + x) =f*]c[f|l + x) = ff*] 
eine ^4-Fomi. Femer sind auch 

[x quai. 3] C [x quai. 3] 

O quai. 3] C [f x quai. 3] 

id-Formen, deren Verbindung durcli lugisuhe MultiplikatiDn wie der 
O' quai. 3) X |(1 + x) — fa:)] C 

[(x quai. 3) X (f x quai. 3) X |f (1 + x) = ff *)] 

als .4 -Form ergibt. Die Substitution S jj’ y \ ergibt ans ( A 2 ) die 
4 -Form 

[x quai. 3] ( [|1 + fz) #= ff®]. 

Zi eh en wir dies in Betracht, sd erhalten wir 
[\x quai. 3) X ((1 + x) = f x)] C 

[(fa quai. 3) X (f (1 + x) = ffa) X ((1 + f x) = ff x)] 
endlich also die 4-FDïmpn 

[|i quai. 3) X ((1 +x)=fx)] C [(fxqual. 3 ) X (|1 + fx) =f (1 + x))] 
und vereinfacht: 

[* q«La C [[(1 + *) = f X) C (|1 + fx) = f 11 + x))] , IG,) 

deren Interprétation im Sinne unsrer Betrachtungen ein ^Gesetz 
des Denkbereichs der Arithmetik 11 liefprt. 

Es ist (1 + 1) = f 1 , und.wenn k irgendein bestiminter Nume- 
rator ist, nach (£3 mit 1 + k = f k auch [1 + ffe] == [f |1 + k)] Dder 
[1 + f^] = ffk oder endlich 

[1 +fk] = [ffc + l] 

eine 4-Form. Die vollstàndige InduktiDn zeigt demnach, daÛ für 
jeden Numerator [1 + x] = [x + 1] ist, was wir durch 

[x quai. 3] inv. [(1 + x) = \x + 1)] 


l^t) 
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ausdrücken kônnen; darnit ist aber durchaus nicht gesagt, daB 

[* quai. 3] C [(1 + x) = \x + 1)] 13/) 

pin b A-Form ist. 1 

Auch l-Tj) kann — wie das allgemeiner Gebrauch ist — als Ge- 
sptz der Arithmetik bczeichnet werden; aber |/\) ist nicht durch 
Interprétation einer ^4-Form gegeben; sondem es ist [/\) ein 
an dem Denkbereiche erfahrenes Anschauungsgcsetz. Die 
auf die logische Deduktion selbst bezogene voila tan digo Induktion 
zeigt, dafi 1 + x = x + 1, welcher Numerator immer auch statt x 
gesetzt werde, eine A-Form ergibt. 

Damit werden logisch ganz verschiedene Anschauungen genau 
gesondert. Was bei der Verwechslung von Involution und Impli- 
kation geschieht, ist klar. Das Ans chauungsgesetz |/\) wird 
in (Gr/) axi om atisiert, d. h. (Gr/) als neue axiomatische Form 
dem Bereiche der Arithmetik hinzugefügt, was tatsàchlich ge- 
schehen kann, ohne Schaden anzurichton. Man sieht sehr lei dit, 
daB der Bereich auch dann ein exakter Wahrheitsbereich bleibt. 
Jedenfalls aber ist die Hinzufügung dieses oder irgBinl eines ahn- 
lichen Axiomes (siehe den nachsten Artikel) überfliissig. 

7. Die Méthode, mit deren Hilfe wir das arithmetis che An- 
s chauungsgesetz (Fj) erhielten, luBt auf einem allgemeinen Prinzip, 
das wir lei dit angeben ltiinnen. 

Sei F irgendeine Form; es seien WEÛter 

Sjl)^ und [* quai. 3] c c Æf ( f * ) 2^J 

j4-l ? oiinpn ; wir schen dann, daB mit S F auch ^ (fl)^ 

Form ist, d. h. ist fiir jeden Nuinerator k eine A-Form; 

ein Résultat, das sich in dem Llesetze jworunter jetzt elien auch 
Anschauungsgesetze verstanden werden) 

[x quai. 3] inv.F 

aussprechen làBt. 

1 Der Unterechied zwiachBn Involution und Implikatiun muD hier nochmaJa 
betont werden. Ist N irgend eine JV-Form, au ist mit „Ninv. P tl gar nichta aua- 
gesagt, obwohl „iVinv. P" |,,wenn N einB A-Form, iat auch P Bine ^-Form“) an 
sich richtig iBt. Ea iat eben „Ninv. _P“ gar keine Form, Bondernnur der Auadruck 
einBr an dem Denkbereich BVentuell erfahrenen Eigenachaft. Dagegen kann 
N C P eine A -Form aein und beaagt dann zurn mindesten, dafl P eine A-Form iat. 
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Sd kônnen wir z, B. fiir F die Form 

[fm + x] = [m + fa;] 

wàhlen, wd m einen beliebigen, aber bestimmten Numerator bedeutet. 
In der Tat iat nach \A^j und | A 2 ) 

[f m + 1] = ffm 

und au ch 

[m + fl] ^ f | m + 1) = ffw, 

also für diese Wahl vdii F die Form S | ^ eine .4 -Form. Weiter 
sind nach dem Bild axiome 

[x quai. 3] C [f |f m + x) = f (m + f x)] , 
und nach (x4 2 ) au ch 

[x quai. 3] C [f |f m + x) = ( f m + fx)] , 

[x quai. 3] C [f | m + f x) = | m + f f ^)] 

4-Forinen. Weiter erhàlb man ilurch logis che Multiplikation und 
Anwendung von |i? 3 ) 

[x quai. 3] c [|f m + fx) = | m + f fx)] , 
o der kürzer, in dem wir das ebin eiiigefiihrto Zeichen F benützBn 

[x quai. 3] (S (j*) F 

und damib auch 

[|ï ï uaI.3)X^cs(*)ji’ 

□ der 

. [xqual.3]c[j CS (*)*■] 

als .4-Formen. Daa üesetz 

[x qual.3]inv. [(f m + x) = (m + fx)], 

das für ,,jBden“ Numerator m erhàrtet ist, làBt sich weiter unmittel- 
bar in der Gestalt 

y3üaL3l iny ' [lfî/+:l:) = lî/ + f * )] (r>) 

ausdrücken. 

Ein ganz ahnliches Yerfahren, dessen Ausführung dem LBSer 
überlassen werden kann, gibt auch das Gesetz 

vÏÏJl inv - [(æ+fî/)=,ÿ+fi)] - w 
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Es ist a ber nach \E^) 

[(lfî/+ *) = |y+f*)) * (l*+f!/) = ly+f*))]c[|x+fî/) = lf!/+x)]. 
Mit den Involutionen (7" 2 ) uni |-T 8 ) ist auch 

îSgl inT - [,I+(!/) = lf! ' +l)] - (r/) 

wofür endlich 

ÿ!luai'|) inv[|x+!/) = IV+l)] ’ |r<) 

d as kommutative Gesetz der Addition geschrieben werden kann. 
Dffenbar umfafit r A dem gegenüber iiddIi den F ail y = 1 , für den 
aber [x + 1) = (1 -f x) si ch scliDn (nach (7^)) als vd-Form erwies. 

8. Ein weiteres wi ch tiges (Anschauungs-)Gesetz der Arithmetik 
drückt sich in folgpnder lnvolution aus: 

x quai. 3 

y quai. 3 inv. [((a: + y) + z) = [x + \y + z))] (.T,) 

z quai. 3 

das assoziative Gesetz der Addition, an welches die Théorie 
der arithmetischen Summen, analog der Théorie der logischen 
Summen (Kap. Y, Art. IB) anknüpft. 

Femer haben wir für die Multiplikation : 

[a: quai. 3] inv. [(1 X x) = |x X 1)] , (r ,) 

ÿ quai’ 3I inv - ^ z*y)={\xxy) + y )] . I r r) 

^3uaL3| illV - [,XXî/)=,y Xl)]> [r ° } 

das kommutativB GeSBtz der Multiplikation; 
x quai. 3 

y quai. 3 inv. [(a; X ( y+z )) = ((xXi/) + |xXz))] l-T,) 

z quai. 3 

das distributive Gesetz der Multiplikation uni 
x quai. 3| 

y quai. 3 } inv. [((x X y) X z) = (x X \y X z))] (/’,») 

z quai. 3' ' 

das assoziative GeSetz der Multiplikation. 
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Eine auaführliche Entwicklung cli^aer Ans ch auun gagea BtzB an 
dieser Stelb ist wohl überflüssig; sia geschieht in leicht eraichtlicher 
Weiae nach den biaher benutzten Prinzipien uni unterscheidet sich 
in ihrem formalen Teile überhaupt nicht von den bekannten Dar- 
legungen. 1 * Der erkenntnistlriEoretische Inhalt iat allerdinga ein ganz 
anderer gewDrden und scheidet die ,, logische Dgduktion“ und ,,vd11- 
stàndige Induktion" genannten Anschauungen genau voneinander. 
Die logische Deduktion ist Anschauung eines endlichen Denkprozesspa, 
der diB Erzeugung gewisser ^-Formen beschreibt; die vollatàndige 
Induktion dagegen iat Anschauung, die wir an dem |„fertigen“) 
Denkbereiche erwerben. Der Gedanke, aus gewisaen „Axiomen" 
durch Deduktion und vollstândige Induktion diB Gfesetze der Arith- 
metik „abzuleiten", stammt von Hermann GrraBmann. 3 

Dabei iat aber in dieser Darstellung — wohl zum eratBn MuIb — 
die logische Exiatenz jenea Denkbereiches gesichert, in dem 
und an dem jBne Anschauungpn prworben werden. DiesB funda- 
mentale Forderung der Erkpnntnia hat Dedekind (a. a. O.) zuerat 
urgiert. Bekanntlich sind aber seine dieabezüglichen Erbrterungen 
nicht ganz stichhaltig, was Dedekin i nicht nur zugestanden, sondern 
vielleicht aelbat zuerst erkannt liât. 


Endliche Mengen. 

9. Die Tataache, daB die Mengen M und N équivalent sind, 
|im SinnB der Définition Kap. III, Art. 9), wird durch die Anschau- 
ung erhartet, wenn wir eine umkehrbar eindeutigB Zuordnung der 
ElementB von M und N aufweisen. Die Frage, ob die Mengen M 
und N équivalent sind, wird in den einfachsten Fàllen direkt zu 
beantworten sein, indem wir eine solche umkehrbar eindeutigB Zu- 
ordnung der Eléments suchen. Dazu bietet sich erfahrungsgemaB 
der folgendB Weg. 

Wir ordnen in irgendeiner beliebigen Weiae jedBm Eléments 
von M ein und nur ein beatimmtes Elément von N zu. Dann kann 
es VDrkommen, dafl bei dieser Zuordnung auch aÜB Elemente von N 
zur Verwendung gelangen, und vprschiEdenen Elempnten von M 
immer auch verschiedenB ElementB von N zugeordnet sind. Dffen- 
bar ist diea eine umkehrbar eindputige Zuordnung. Wenn wir nun 
den gesamtBn Elementen von M in jBder mbglichen Weiae je 


1 Am gBnauesten wohl bei Dedekind, Was sind und was sollen die Zahhn, 

g 11 und 12. 

■ Lehrbuuh der Arithmetik. Berlin 1891. 
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ein und nur ein Elément von N zuorinen, überzeugen wir uns in 
jedem einzelnen Falle àurch die Anschauung, ob aile Eléments von 
N zur Anwendung gelangten, und ob verschiedenen Elementen 
von M aûch immer verschiedene El em en te y on N zugeordnet sind. 
In diesem Falle haben wir eine À quivalenz-Beziehung der 
Mengen M und N gefunden, und die Mengen M und N sind aqui- 
valpnt. Wenn aber die Anschauung lehrt, daB bei jeder sol ch en 
Zuordnung gBwissen verschiedenen Elementen vpn M dasselbe 
Elément von N zugeordnet ist, üder aber gewisse Elemente von N 
gar nicht zur Verwendung gelangen, so ist es ,,unmôglich", daB 
eine solche Zuordnung eine Àquivalenzbeziehung liefert. Die An- 
schauungj daB M und N àquivalent sind, ist unniDglich; sie ergabe, 
daB ein nicht zur Yerwenduiig gelangtes Elément von N von einem 
zur Verwendung gelangten nicht verschieden ist, oder aber jenes 
verschiedenen Elementen von M zugeordnete Elément von N von 
sich selbst verschieden ist. In diesem FuIIb sagen wir kurz, daB 
M und N nicht a qui valent sind. Trotz der formalen Négation 
in dieser Aussage, ist damit eine tatsachliche Anschauung gemeint 1 ; 
dafl nàmlich, wenn wir in irgendeiner bcliebigen WeisB jedem Ele- 
mente von M ein Elément von N zuordnen, einzelne Eléments von 
N nicht zur Verwendung gelangen, oder aber verschiedenen Elementen 
von M dasselbe Elément von N zugeordnet ist. 

Man bemerkt sofort, daB, wenn gewisso Eléments von N nicht 
zur Verwendung gelangen, aber verschiedenen Elementen von M 
verschiedene Elemente vdii N zugeordnet sind, damit oine Àqui- 
valenzbeziehung zwischen M und einsr wirklichen Teil- 
menge 2 vdii N festgelegt ist. 

B o überzeugen wir uns z. B., daB die Nuineratorenmengen Z z und 
Z x (deren Elemente 1 und 2 sind re3p. nur die 1 ist) nicht équivalent 
sind. Dffenbar konnen wir den Elementen 1 und 2 von Z z immer 
nur das einzige Elément 1 von Z x zuordnen; „jede‘' Zuordnung 
wiri demnach von einer Àquivalenzbeziehung verschieden sein. 
Dasselbe zeigt sich, wenn wir die Àquivalenz von Z z und jener Menge 
untersuchen, deren einziges Elément die 2 ist. Wir konnen endlich 
auch sagen, daB Z z und die Nullmenge von M nicht équivalent sind; 
wenn wir darunter eben verstehen, daB eine Àquivalenzbeziehung 

1 Nicht vielleicht, dafl eine mogliclie Àquivalenzbeziehung zwiscliBn M und 
N unserem Denkbereiche nicht als Erlebnia angehort. 

8 Suhon früher |Kap. VI, Art. IB) wurden die Nullmenge VDn M und M 
selbst als uneigentliche TBilmengen vnn M bezeichnet, WàhrBnd die 
übrigen Teilmengen von M eigentliohe TBilmengen von M genannt wurden. 
— Die eigentliohen Teilmengen vcn M und diB Nullmenge von M aollen von 
nun ab auch wirkliche Teilmengen VDn M heiflen. 
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zwischen diesen ,, Mengen" unmoglich ist; allerdings ist in diesem 
Falle auch je de Zuordnung VDn Z z zur Nullmenge unmoglich, weil 
kein Elément der Nullmenge vorhanden iat, und die Zuordnung 
ein Ding statuieren würde, das Elément der Nullmenge, d. h. VDn 
sich selbat verschieden ware. 

Sd erhaltenwir endlicli d i b Tatsache, dafl die Nume- 
ratorenmenge Z z keiner ihrer wirklichen Teilrnengen aqui- 
valent ist. 

Denselben Satz künnen wir auch für Z L aussprechen; obwohl 
et in diesem Falle seinen wesentlichsten Inhalt, der sich doch nur 
auf eigentliche Teilrnengen bezieht, verloren hat. 

Die vollstândige Induktion für endliche Mengen lipfert uns 
jetzt leicht folgendes Anschauungsgesetz: Ist k ein beliebiger, 
aber beatimmter Numerator, sd ist die Numeratoren- 
menge Z fc keiner ihrer wirklichen Teilrnengen Equivalent. 

Dffenbar haben wir uns nur davDn zu überzeugen, dafl, unter 
AnnahmB des Anschauungsgesetz es für k, uns die Anschauung den- 
selben Satz für den auf k unmittelbar folgenden NuniE^rator k' bzw. 
für die NumeratDrenmenge Z k , liefert. 

Sei zuerst A eine Teilmenge vdii Z k ,, die das Elément k f nicht 
enthalt. Eine Zuordnung von A zu Z k , , die das Elément k ' von Z k , 
nicht verwendet, gibt gewiB keine Àquivalenzbeziehung. EbenSD- 
wenig erhalten wir eine solche, wenn dem Eleinente a, und auch dem 
ElementB b von A das Elément k' von Z k , zugeordnet ist. Àqui- 
valenzbeziehungen ergeben sich demnach nur aus solchen Zu- 
ordnungen, bei denen einem und nur einem ElementB VDn A , 
z. B. dem ElementB a das Elément k ' vun Z k , zugeordnet ist. 
Wenn wir in diesem Falle die Festsetzung, nach der dem a 
das k ' zugeordnet ist, weglassen (nicht berücksichtigen), sd ist 
das, was weiter als Festsetzung betrachtet wird, die Zuordnung 
einer eigentlichen Teilinenge von A, die weder a noch k' als Elé- 
ment enthalt, also auch einer wirklichen Teilmenge von Z k zu Z k . 
Der Annahme nach ist diese Zuordnung keine Àquivalenzbeziehung; 
flie verwendet gewisse Elemente VDn Z k überhaupt nicht oder ordnet 
verschiedenen Elementen der Teilmenge dasselbe Elément vdii Z ; . 
zu. DieSB Eigenschaft zeigt sich aber daim ebenso für A und Z w . 
Eine Zuordnung, die sich auf diese Mengen bezieht, ergibb also niemals 
eine Àquivalenzbeziehung. 

Sei weiter A einB wirklichB TeilmengB von Z k r, die das Elément 
k' enthalt. In der Zuordnung von A zu Z k > sei dem a und keinem 
anderen Elemente ft', dem k 9 und keinem anderen Elemente b zu- 
geordnet. Wenn diese Voraussetzung nicht eintrifft, sd ist die Zu- 
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or du un g gewiB keine Àquivalenzbeziehung. Trifft cUbsb Voraua- 
setzung ein, so soll wieder die Festsetzung, daB k' dem a, und b àsm 
k' zugeordnet ist, weggelassen, nicht berücksichtigt werden. (In 
speziellen Fàllen konnen a, b und k' auch nicht verschieden sein; 
Dffenbar wird aber, wenn a (bzw. b) von k' nicht vers chie d en 
ist — im FallB ein Br Âquivalenzbezishung — , auch b (bzw. a) 
von k' nicht VBrschieden sein.) Statt dieser werdB jetzt die 
Zuordn-ung von a, als Elément von A zu b, al3 ElemBnt von Z k , 
festgesetzt. Wenn die übrigen Festsetzungen bleiben, wird dem 
Eléments a und nur diesem b zugeordnet. Man erhàlt so die Zuord- 
nung einer wirklichen TeilmBnge von Z k zu Z fc , die gewiB keine 
Âquivalenzbeziehung ist; und die Eigenschaft, deren Anschauung 
in diesen Worten ausgedrückt ist, wird auch für die ursprünghche 
Zuordnung von A zu Z w évident. 

Damit ist der behauptetB Satz allgemein erhàrtBt. Er wird sich 
unmittelbar auf jedB endliche MengB übertragen. Ist dieSB MengB M 
lier Numeratorenmenge Z k àquivalent, so ist eine wirklicliB Teil- 
menge M' von M einer wirklichen Teilmenge Z' von Z ft àquivalent. 
Die Àquivalenz von M' und M würdB aber auch die Àquivalenz 
von Z' und Z fc , d. h. eine unmogliche Anschauung ergeben. Unsere 
Betrachtüngen ergeben demnach das Ans chauungsgBS etz, daB 
keine endliche Menge einer ihrsr wirklichen Teilmengen 
àquivalent ist. 1 

13. Es ergibt sich noch leicht das Anschauungsgesetz, dem- 
gemaB jede TeilmengB einsr endlichen Menge abBrmals 
eine endliche Menge, d.h. einer ges chl ossenen NumBra- 
torenmenge Z fc àquivalent ist. 

Dabei haben wir den Ausnahmefall, wenn die Teilmenge di a 
Nullmenge ist, der Bequemlichkeit wegen nicht ausgeschlossen. Uni 
dies tun zu konnen, führen wir Z a als unBigBntliche gBSchloSsen b 
Numeratorenmenge ein, genau z. B. als NullmengB, die Teil- 
menge von Z x ist, und nennen aile Nullmengen, die TeilmengBn von 
Numeratorenmengen sind, àquivalent mit Z 0 und dementaprechend 
auch untereinander àquivalent. 

JedB endlichB Menge ist der Définition nach einer Menge Z fc 
àquivalent; und es ist unmittelbar Bvident, daB ea genügt, das aus- 
gesprochene Gesetz für di 0 Mengen Z fc zu erhàrten. 

1 Mit diesem Satze bBginnt die CantoraidiB MengBiilehre. Es wird Auf- 
gabe des naohsten Kapitels sein, die Fundamentalsâtze dieser nÿathBmatisohBn 
Disziplin auf Grand unsrer Bcharf sn Fassung des Mangenbegriffs endgültiç; zu 
begründBn und insbesondere von den noch nicht bBhandelten „ Antinomi en r ‘ zu 
sàubern. 
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FürZ 1 hat man ala TBilmengBn nurZ 1 undZ D ; der ausgesprochBiiB 
Satz ist in dieSBm Falla BvidBnt. Um uns von dBr Evidenz für das 
voile Gesetz zu übBrzeugen, benutzen wir wieder die vollstândige 
Induktion für endliche Mengen. 

Sei daa Gesetz für Z k b vident und k' der auf k uninittelbar fol- 
gendB Numerator. - Die bei z v auftrsbenden Verhàltnisse aind daim 
leicht zu überblicken. EinB Teilmenge von Z ft ,, die das Elément k' 
nicht enthâlt, ist auch Teilmenge von Z fc ; für diese ist der Satz, wie 
angenommen, s ch on évident. Ist aber A eine Teilmenge von Z A , 
die auch das Elément k ' enthâlt, ao ergibt diese durch Weglassung 
von k ' BinB TeilmengB A', für welchB die Àquivalenz mit einer ge- 
schloasenen Numeratorenge, z. B. Z m s eh en erhartet ist. Dffenbar 
ist aber dann A selbst mit Z m , âquivalent. 

Wir haben ferner daa Anschauungsgesetz: Es sei N eine Bnd- 
liche MBnge, d bt B n Elemente durchweg endliche Mengen 
aind. Dann ist aucli iB.iV, die Ver einigungsmenge von 
N , eine endlichB Menge. 

Es sei N' jenB TeilmengB von N, die aile Eléments des N mit 
Ausnahme eines einzigen, mit M x bezeichneten enthâlt. Dann fat 
offenbar die Vereinigungsmenge von 23,-ZV' und M v Es ge- 
nügt demnach, den Satz für den Fall zu erhârtBii, wd N ^ Z a , um 
hieraus durch vollstândige Induktion den allgemeinen Satz abzu- 
lBiten. Auch dieser spezielle Fall wird der Anschauung durch voll- 
stàndige Induktion zugânglich. Ist zuerst M X ^Z X und 5 Ü a N' r^Z k 
so wird die Vereinigungsmenge Dffenbar » — ' Z fc , oder Z ft , jo nach- 

dem M x und 5B a N' elementenfremd sind oder nicht. Ist aber M x — - Z v , 
sd ist M x Yereinigimgsmenge einer mit Z x und einer mit Z l a suiva- 
ient Bn Menge. Die „V3reinigung“ erfolgt, indem wir N' mit der Z £ 
âquivalenten Mengo vereinigen imd daim dio so erhaltene MengB 
wieder mit derjenigen Menge, die ^Z x ist. Jeder dieser Schlitte 
ergibt der Annahme nach eine endliche Menge. 

In analoger WeisB überzeugen wir uns auch davon, dafi, wenn 
N einB endlichB MBnge ist, deren Elemente durchweg 
endliche Mengen sind, auch %l p N, die YBrbindungsmengB 
|ProduktmBngB) von N , eine Bndliche Mengs iat. 

Der endlichB DenkprozeB, in dem wir die Anschauung erlangen, 
daB M einer geachlossenen NumeratorBnmenge, z. B. Z fc àquivalent 
ist, wird als Zâhlen bezeichnet; wir nennen k das „Resultat“ dieses 
Zàhlprozesses, womit nur gesagt ist, daB wir in dieser Anschauung 
die „Bestimmung“ des Numerators k zum GegenstandB unsrer be- 
sonderen Aufmerksamkeit machen. In diesem Sinus nennen wir k 
die „Anzahl der Elemente von M “ |also auch von Z fc ). Insofem 

EîJnlg, Mengenlehre. 13 
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dieser Begriff dpr Anzahl spàter zu dem „allgpmeinpn" Begriff der 
Màchtigkeit erweitert wird, kDmmpn wir noch auf ihn zurück. Hier 
genügt es kurz zu bemerken, daB, indem wir den Numeratoren 
diese Interprétation beilegen, die „reine Arithmetik" sich zur „Arith- 
rnetik der (endlichen) Hardinalzablen" umwandelt. Man überzeugt 
sich dabei leicht, daB die axiomatischen Formpn, die in Art. 8 auf- 
gezàhlt wurden, au ch jetzt unmittelbar évidente Ajischauungsgesetze 
„axiomatisieren" und jener Formenbereich demnach auch die exakte 
Beschreibung der endlichen Kariinalzahlen, d. h. der gewôhnlichen 
Arithmetik, liefert, was hier nicht weiter ausgeführt werden soll 
|siehe Kap. VIII). 

Jedenfalls sind wir aber voll berechtigt, von nun ab den Anzahl- 
begriff zu beniitzen und demgemàB vdii Mengen zu sprechen, die 
,,ZAvei", „drei" oder mehr Elemente enthalten. 

Ferner künnen wir, wenn die endliche MengcM und Z k àquivalent 
sind, die Eleinente von M mit a { \i < k') bezeichnen, wd eben das 
dem Elemente i von Z k umkehrbar eindeutig zugeurdnete Elément 
von Z k bezeichnet. Setzen wir dann fest, daB sobald x « y, auch 
a x < a y gesetzt werde 1 ; so .werden die Elemente vdii M geordnet 
und wir konnen dann, dem gewohnlichen Sprachgebrauche ent- 
sprechend, von dem „prsten", „zweiten" oder auch ,,vten" Elemente 
von M sprechen. In diesem Sinne werden aus den Numeratoren 
die sog. ^Drdinalzahlen" und aus dem DenkbereicliD der „reinen" 
Arithmetik: der Denkbereich der Arithmetik der Drdinalzahlen, in 
dessen Axiomen wieder Tatsachen der Anschauung axiomatisiert 
werden und der sich genau wie früher als exakter WalirheitsberBich 
erweist. 

Es mag aber bemerkt werden, daB diese Ordinalzahlen mit den 
spàter einzuführenden ,, Dantorschen Ordnungszahlen" dur chaus nicht 
übereinstimmen; aller dings geben aber auch die endlichen Dantor- 
schen Ordnungszahlen eine ,,mogliche" Interprétation des ^4-Bereichs. 


Dïb MBngB aller NumBratoren. 

11. Wenn wir dem Formenbereiche der rein en Arithmetik 
weitero axiomatische Formen dur ch die Festsetzung hinzufügen, daB 
dann und nur dann, wenn x Eigenname eines Numer alors ist, 

x rel. Z 


1 Es müüte eigentlioh in a x < a v das < -Zeichen vdh dem in x < y gebrauchten 
verschiedBn sein, was abBr hier nur kurz erwàhnt werden aoll. 
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axiomatische Form des Bereichs sei, entsteht aus jenem Formen- 
ber Biche ein neuer Formenbereich, dpr in bekannter Weise eine Menge, 
die Menge aller Numeratoren, Z definiert. |Der axiomatischen Form 
„xrel .Z 11 entspricht das ,,Axiom“: x steht in bestimmter Belation zu 
dem [durch die Axiome definierten] Dinge Z, Dder auch: xist Elément 
(lcr Menge Z.) Indem wir festsetzen, daB ,,xrel.Z" dann und nur dann 
P-Form sei, wenn für x ein Numerator gesetzt wird, iiberzeugen wir 
uns — genau wie für den Bereich A — dafi der Denkbereich ein 
widerspruchsloser Wahrheitsbereich, die Menge Z demnach konsistent 
ist. |Auch die weiteren Deduktionen bleiben giiltig, z. B. daB 
2 + 3=4 keine Form des Bereichs ist usw.) 

Um hierauf spàter verweisen zu konnei sei noch bemerkt, daB, 
wenn wir den Axiomen, die ausdrücken, daB jeder Numerator Elément 
der Menge Z ist, nicht die in A gegebenen Axiome hinzufügen, sondern 
nur diejenigen, die in Kap.VI, Art.lD entwickelt wurden, wir offen- 
bar eine andere Menge erhalten, deren Elemente jene als „Mengen- 
begriffe*' gefaBten Numeratoren sind und denen eben die weiteren 
Eigenschaften der Numeratoren nicht beigelegt werden. Die so de- 
finierte Menge Z Œ , die wir als abstrakte Numerator enmenge 
bezeichnen wollen, ist offenbar der Z-Menge àquivalent, und auch 
konsistent, was jetzt einfach erhartet wird, indem wir uns darauf be- 
rufen, dafl diese Menge eine Cantons che MengB ist. Ebenso ist es da- 
mit unmittelbar ersichtlich, daB die Potenzmenge |s. Kap.VI, Art. 16) 
dieser Menge, *pZ a , die wir auch mit E a bezeichnen, eine Zermelosche 
Menge und ebenfalls konsistent ist. Aus naheliegenden Bründen soll 
diese Menge als abstraktes Kontinuum bezeichnet werden. Auch 
ihre Teilmengen bilden eine konsistente |weil Zermelosche) Menge, 
auf die — wîb wir gesehen haben — das Auswahlprinzip unbedingt 
Anwendung findet. 

Ebenso bemerken wir sogleich, daB je de Drdnungsbeziehung 
von den Dingen, die durch eine G-Eigenschaf b gegebpn sind, auf diB 
durch eine H-Eigenschaft gegebenen Dinge übertragen werden kann, 
wenn zwischen den in dem einen und dem andern Falle gegebenen 
Dingen eine umkehrbar eindeutige Zuordnung hergestellt wurde. 
►Selbstverstândlich findet das auch in bezug auf Âquivalenzbeziehungen 
(Teilmengen usw.) statt. 

Es ist hier — wie man sieht — eine ganze Reihe von Mengen- 
bildungen nebeneinander zu betrachten, die sich nur wenig unter- 
scheiden und darum ofter verwechselt werden. Sd ist jene Z-Menge, 
in deren Beschreibung auch die Axiome nach Kap.VI, Art. 10 auf- 
genommen sind, von der jetzt definierten zu unterscheiden. Wohl ist 
es aber überflüssig, für sie eine besondere Bezeichnung einzuführen. 

13 * 
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Wichtiger ist, daB der Denkbereich, der die Z-Menge definiert, 
in zwei Schritten beschrieben werden kann. Wir führen zuerst die 
arithmetischen Axiome — mit AusschluB der Drdnungs- 
axiome — ein; die sd definiertB Menge nennen wir die ungeord- 
nete Z-Menge, Z u . Diese MengB Z u ordnen wir nuri im Sinne vdii 
Kap. III, Art. B durch Einführung der Bestimmung, dafi, wenn x 
ein Numerator und y ein Glied der f-Eeihe ist, auch immer x < y 
dpm Denkbereiche angehbre. In der sd definierten Menge O (ZJ 
ist Z u geordnet. Offenbar konnen aber auch andere Ordnungen 
bestimmt werden. Es sei z. B. x < y wiB früher, wemi x von 1 ver- 
schieden ist; aber für jeden VDn 1 verschiedenen Numerator x die 
Drdnungsrelation x < 1 gegeben. 1 Um diese FbJIb unterscheiden zu 
konnpn, müssen verschiedene D-Zeichen benutzt werden. Sd schreiben 
wir für die zuerst beschriebene „natürlichEî“ Urdnung (ZJ, was 
wir mit dem kürzeren Zeichen Z^ vertauschen. Z^ ist die im w- 
Typus (natürlich) geDrdnetB Z-Menge. Die weiter beschrie- 
bene geordnete Menge nennen wir Z^+i, die im w + 1-Typus 
geordnete Z-Menge. 

DiB sd beschrieben en Z-Mengen besitzen durchweg die Eigen- 
schaft, daB sie keiner endlichen Menge équivalent sind, 
kürzer ,,ni cht-en dli eh “ sind. Wegen der Àquivalenz der ver- 
schiedenen Z-Mengen ist die ,,Unmoglichkeit" einer solchen Àqui- 
valenz nur an irgend einem dieser Mengenbegriffe zu erharten. Mit 
dem Erlebnisse, daB Z einer endlichen Numerator enmengB Z fc âqui- 
valent ist, erleben wir auch die Tatsache, daB jede eigentliche Teil- 
menge von Z einer eigentlichen Teilmengo von Z fc àquivalent ist. 
So auch die Menge Z fc selbst, die dann einer ihrer eigentlichen Teil- 
m en g en équivalent ware; was aber schon in Art. 9 als ,,unmbgliDh'‘ 
erkannt wurde. 

Bilden wir eine Z'-Menge, die aile Numeratoren mit AusschluB 
der 1 als Elemente enthalt, so zeigt die Anschauung unmittelbar, 
daB Z « — Z' ist. Eine (umkehrbar eindeutige) Àquivalenzbeziehung 
zwischen Z' und Z' ist unmittelbar herzustellen, in dem wir irgend 
einem Elemente z von Z das Elément f z von Z' und umgekehrt jedem 
Elément f z von Z' das Elément z von Z zuordnen. (Jedes Elément 
VDn Z' ist ein f-Bild, dessen Hauptteil ein Numerator ist.) 

Wir nennen eine Menge, die einer ihrer eigentlichen 
Teilmengen équivalent ist, ,,unBndlich“. Demnachist Z 
eine unendliche Menge. 

1 Es ist damit die ReihB der NumBratoren von 2 ab in ihrer „natürliohBn 
Drdnung“ gBgebsn und nach albn diBsen 1 als „lBtztes“ Elément hinzugefügt 
|2, 3 1). 
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DabBi ist aber zwischen der jnegativen) Eigen- 
suhflft ,, nicht endlich“ und der jpDsitiven) Eigenschaft 
„unendlich“ |wenigsten3 vorlàufig) genau zu unteracheiden. 

Eine Menge, die ' Z ist, wird ,,abzahlbar unendlich" ge- 
nannt; jedem Elemente einer solchen Menge ist offenbar ein Nume- 
rator umkehrbar eindeutig zugeordnet; die Eléments krinnen nDch 
in gewissem Sinne „gezahlt“ werden, allerdings ohne daB dieser 
ZahlprozeB zu einem Abschlusse gelangt. Auch in diesein Ealle kimnte 
man sagen, daB die ,,Anzahl“ der Elemente von Z und z. B. Z' „die- 
selbe" ist; es verliert aber dabei der Anzahlbegriff jene fundamentale 
Eigenschaft, daB die Anzahl der Eléments sich bei Hinzufügung 
eines neuen Elementes andert. Man gebraucht deshalb nach Dantor 
den neuen Ausdruck Machtigkeit und sagt z. B., daB Z und Z' 
(die Elemente von Z und Z') „gleiche Machtigkeit besitzen". 
Die Machtigkeit der abzàhlbar unendlichen Mengen wird mit &<„ 
bezeichnet. 


12. Eür die natürlich geordnete |im ro-Typus geordnete) Menge 
Z w ergibt eine genau ere Betrachtung folgcnde Anschauung. 

Jede Teilmenge 1 von Z m , faits sie nicht die Nullmenge ist, 
besitzt ein ers tes Elément, d. h. ein Elément p, für welches, 
wenn x ein von p vers chie den es Elément jener Teilmenge vdii Z U) 
bezeichnet, den ursprünglichen Eestsetzungen nach die Drdnungs- 
relation p < x besteht. Ist nur ein einziges Elément vorhanden, 
so ist dieses das erste. 

Es erhellt dies zuerst für die Teilmenge Z v deren „erstes“ 
Elpment die 1 ist. Weiter für diejenigen Teilmengen, die zugleich 
Teilmengen einBr geschlossenen Numeratorenmenge sind; für die 
Teilmengen von Z z oder Z 3 ist das unmittelbar ersichtlich. Mit 
der an Z fc errungenen Anschauung ergibt sich aber auch dieselbe 
Anschauung für Z k , . Die zu botrachtende Teilmenge von Z k , 
mag das Elément W nicht enthalten; aie ist demnach aXich Teil- 
menge von Z ft und enthalt ein erstes Elément. Wenn aber jene 
TeilmengB von Z k > das Elément k' enthalt, kann k' das einzige 
Elément dieser Teilmenge sein und ist dann auch ihr erstes Elément. 
Enthalt endlich jenB Teilmenge von Z w nebBn k' auch andBre Ele- 
niente, so kann k' weggelasSBn werden; man erhàlt in dieSBr Weise 
einB TeilmengB von Z fc , die gewiB Bin erstes Elément besitzt, z. B. p. 
Es ist dann aber auch p < k' und demnach p auch erstes Elément 
der ursprünglich betrachtBten Teilmenge. 

1 EinB j.Teilmenge vonZa," ist Bine Teilmenge von Z, für deren Elemente 
diBselben Drdnungsrelationen gBlten, wiB in Zu. 
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Eine ganz beliebige Teilmengs von Z ^ kann nun das Elément 1 
enthalten und dieses ist dann au ch das erste Elément. Iat dies 
nicht der Fall, so sei k' eines ihrer Elemente, und aie beaitzt dann als 
eigentlicliB Teibnenge eine TeilmengB von Z w . Daa erate Elément 
dieaer Teilmenge ist dann auch erstes Elément jener gegebenen 
Teilmenge. 1 

Eine georinete Menge, in der jede Teilmenge mit Ausnahme der 
Nullinenge ein erstea Elément beaitzt, wird nach Cantor „wohl- 
geordnet" genannt; die Menge selbst ist, soweit wir von den fest- 
gesetzten Drdnungsaxiomen absehen, ,,der Wohlordnung fàhig". 
So ist: Z der Wohlordnung fàhig, wohlgeordnet. Eine Menge 
kann durch versehiedene Dr dnungs axiome in vers chiedener Weise 
wohlgeordnet werden; so z. B. wird Z auch im co + 1-Typus als 
Z üi+1 wohlgeordnet. Diese vers chie den en ürdnungen kiinncn sich 
niclit blofl in der Benennung der Elemente, sondern — wie im 
letztgenanntBii Beiapiele — auch „wesentlich“ unterscheiden. So 
enthàlt z. B. Z œ nur ein Elément, zu dem kein unmittclbar vdi- 
hergphendea angegeben werden kann, nàmlich die 1; dagegen 
%uj+i zwei solche Elemente, die 2 und die 1. 

Man sieht unmittelbar, dafi jede abzahlbar un end li elle 
Menge M durch ihr e À quivalen zb ezi ehung zu Z (unddamit 
auch zu Z w ) wohlgeordnet wird. Die Elemente von M kimnen 
offenbar durch a { bezeichnet werden, wenn a- t das dem Numerator i 
umkehrbar eindeutig zugeordnete Elément vdii M bedeutet. Die 
Festaetzung, daB dann und nur dann, wenn i < j ist, < a. sei, 
ergibt unmittelbar M als wohlgeordnete Menge. 


1 DiB BoLrachtungen des Textes enthalten übrigens eino Annalime, deren In- 
lmlt genau prazisiert folgendBr iat. Wenn eine Teilmengo von Z m , die nicht die Null- 
menge ist, das Elément 1 nicht en thâlt, enthalt aie einen Numerator, der unmittel- 
bar auf einen andern Numerator folgt und demgemàB mit k' bezeichnet werden 
kann. Wenn wir auch nicht wissen, „welcliDn“ Numerator k' bezeichnBt, so konnen 
wir doch die obBn beschriebenen Anschauungen erzeugen, geradeso, wie wenn k' 
„bekannt“ wàre. Offenbar kann dies als eine ,,Anwendung“ deis Auswahlprinzips 
auf jene eigBntbclie Teilmenge gBfaflt werden; allerdings so, daB mit dem voraus- 
gesetzten Erlebnisse, daB jene Teilmenge keine Nullmenge ist, die „Auswahr‘ 
eines k' évident wird. Ich halte es für klarBr, wenn wir uns hier eben nicht 
auf das Auswahlprinzip ,,berufBn“, sondern die Evidenz der so beschriebenen 
Anschauungen unmittelbar konstatierBn. Soviel ich wbIB, wird diese Evidenz auch 
von Borel und seinBn Anhàngem nicht bestritten. — Dem Kantschen Aus- 
drucke nach ist hier von einem synthetiscliBn UrteilB die Rede, oline dessen Evidenz 
Mathematik nicht mbglich ist. Man denkB z. 13. an die Menge der PrimzahlBn p, 
deren Darstellung im dekadischen ZahlensystemB mehr als 15 Ziffrni erfordert 
und die die Eigenschaft besitzen, daB mit p auch p + 2 Primzahl ist. Disse Menge 
ist eine Teilmenge von Z, und zwar „entweder“ die Nullmenge, oder eine solche 
Teilmenge, diB ein erstes Elément besitzt. 
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13. Im AnschluB an Art. 1D ergeben sich für abzâhlbar unend- 
liche Mengen einB ReihB von Sâtzen. Wir beginnen mit dem 

fDlgendBn. 

Es SBi N einB abzâhlbar unendliche MengB endlicher 
M en g en, di b unt Br einan dBr durchweg element enf rem d 
sind. Dann ist ïî a .N, die Vereinigungsmenge dies er Mengen, 
gleichfalls abzâhlbar unenillich. 

Jene endlichB Mengen bezeichnen wir mit M it wd dem Nume- 
rator i auf Grrund der TatsachB N^Z umkehrbar eindeutig zugeordnet 
ist. Die Menge M { ist endlich, alsD einer abgeschlDSsenen Numera- 
torenmenge âquivalent, die mit Z kf bezeichnet werden kann, wd eben 
dem i cin jAnzahl der Elemente von M ; ) umkehrbar eindeutig 
zugeordnet ist. Die Àquivalenzbeziehung zwischen 33 a N uni Z 
kann mit Hilfe dieser Festsetzung leicht angegeben werden. 

Die ElementB von M ± und üd in Z ki als Elemente enthaltenen 
Numeratoren werden einander zugeordnet. Seien aile Numeratoren x, 
für die x < p ist, gewissen Elément en von 33 a N umkehrbar eindeutig 
zugeordneb, so soll das dem Numerator p zugeordnete Elément vdii 
33 3 N durch folgende Regel bestimmt werden. Es sei M ip) die erste 
Menge unter den Elementen von N , die in der Zuordnung noch nicht 
aufgenommenB Elemente besitzt; das erste dieser Elemente wird dem 
p zugeordnet. üffenbar ist dieSB Zuordnung umkehrbar eindeutig. 
Dabei betrachten. wir N auf Grundlage der Âquivalenz N — » Z und 
M t auf Grundlage der Aquivalenz M^Z als wohlgeordnet. 

Die vollstândige Induktion zeigt endlich, daB durch diese Regel 
in der Tat aile Numeratoren und aile Elemente vdii 33 a N einander 
umkehrbar eindeutig zugeordnet werden; d. h. daB wir eine Àqui- 
valenzbeziehung erhalten. Mit jedem Numerator ist auch der un- 
inittelbar folgende in die Zuordnung aufgenommen. Andrerseits, 
wenn die Beziehung aile Mengen umfaBt, für diB i < q ist, werden 
auch die Elemente von M q in der besohriebenon Zuordnung auftreten, 
was allerdings abermals die Anwendung der vollstândigen Induktion, 
aber nur für endliche Mengen, erfordert. 

Ferner gilt der Satz: 

Es sei N eine abzâhlbar unendlichB MBngo abzâhlbar 
unendlicher, unter einan der durchweg Blemcntenfr emdBr 
MBngBn. Dann ist auch 33 a N , die Yereinigungsmenge 
dieser MengBn, abzâhlbar unendlich. 

Wir bezBichnen die MengBn, die Elemente von N sind, mit M if 
wo wegen N — Z das i jBden Numerator bedeuten kann. Die Elemente 
von M i künnen wegen M t ^Z mit a ^ bezeichnet WBrdBn, so daB 
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a {j jenes Elément von M. bedeutet, das in der Àquivalenzbeziehung 
M { ~Z dem Numerator j umkehrbar eindeutig zugeordnet ist. 

Wir setzen weiter fest, dafi, wenn k einen bestimmten Numerator 
bedeutet, die Elemente a^, in denen 

i = k, j < k' oder j = fc, i < k' 

ist, Elemente einer Menge MJ sein sollen. 

Es ist unmittelbar klar, dafi MJ nur das Elément a u , ebensD 
MJ die Elemente o 12 , ri 21 , a 22 mid nur diese enthàlt. Die voll- 
stàndige Induktion zeigt unmittelbar, dafi die Mengen M k ' durchweg 
endliclie Mengen sind. (Die Anzahl der Elemente in MJ ist 2 k — 1, 
was aus den bisher entwiBkelten Prinzipien f olgt.) Der Augenschein 
lelirt auch, dafi irgendwelche dieser Mengen, z. B. MJ und MJ ele- 
mentenfremd sind; sowie endlich, dafi a tj , wenn i < j oder i = j, 
der Menge MJ und, wenn j < i, der Menge M t ' angehürt. Demnach 
ist jedes a tJ in eine und nur einB der Mengen M/ aufgenommen, wo- 
mit endlich erhàrtet ist, daB N', die Menge der Mengen M und N 
dieselbe Vereinigungsmenge liefert. Da die ElementB von N ' end- 
licbe Mengen sind, ist n a ch dBm v Dr an g eh en den Satze 33, N' — und 
darnit auch — abzahlbar un endlich. 

an z ahnliehe Betrachtungen, deren Ausfübrung wuhl über- 
flüssig ist, ergeben noch den Satz: 

Es sei N eine endliclie Menge abzahlbar unendlicher, 
untereinander durchweg olementenfremder Mengen. Dann 
ist auch 93 „N, die Vereinigungsmenge dieser Mengen, ab- 
zàhlbar un endlich. 

Man sieht leicht, dafi diese Sàtze auch dann richtig sind, wenn 
N endlich e und abzahlbar unendliche Mengen enthàlt. DaB der 
Zusatz „elementenfremd“ in allen diesen Eâllen wegbleiben kann, 
wird si ch aus dem nàchsten Artikel unmittelbar ergeben. 

14. Jede eigentliche Teilmenge von Z „ ist, wie wir gesehen haben, 
abermals wohlgeordnet. Wir müssen es wohl auch als évident be- 
trachten, dafi, wenn eine Teilmenge von Z œ ,,gegeb 0 n" ist, wir 
auch wissen, ob aie überhaupt Elemente enthàlt oder aber die 
Nullmenge von Z m ist. Es kann nichts dagegen eingBwendet werden, 
wenn wir diess Tatsache als Ans ch auungs postulat oder auch als 
„neuBs“ synthetisches Urteil fassen. 1 


1 Dffenbar treten hier wieder Betr&chtungen ein, mit dBnBn wir bs in der 
zwBiten Anmerkung des Art. 12 zu tun hatten. 
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Enthalt bûib Teilmenge T von Z a ein Elément, so hat sie nach 
dem Vorhergehenden Bin erates Elément n lf und mit T iat au oh T', 
das allB Elemente von T mit AusschluB von n L enthalt, gBgebBn. 
T' ist nun entweder die Nullmenge von Z w Dder nicht. In diesem 
letzteren Falle aei n a ihr erstes Elément, T" die Teilmenge, 
die durch AusschluB von n 2 aua T' entsteht. In der EeihB der 
s o entstehenden Teilmengen erhalten wir die Nullmenge oder wir 
erhalten aie nicht. In dem ersten F aile ist T vins endliche Teil- 
menge. In dem anderen Falle ist T der Menge Z avivaient; 
wir erfahren dies, in dem wir n x der 1, n 2 der 2 zuordnen und 
uns überzeugen, daB, wenn n k dem k zugeordnet war, n k , dem k ' 
zugeordnet wird, und daB bei dieser Zuordnung jedes Elément 
von T zur Verwendung gelangt. Ware n L , das erste Elément, das 
nicht zur Verwendung gelangt, so müBte doch wegen der umkehrbar 
eindeutigen Zuordnung von und l auch n v dem V zugeordnet sein. 
Das ist im strengen Sinne des Wortes „unmoglich"; n t , ware eben 
von sich selbst verschieden. 

Darnit ergibt sich offenbar der Satz, daB je de eigentliche 
TeilmengB von Z endlich oder aber ~Z ist. 

Wenn man jetzt in den Betrachtungen des vorhergehenden 
Artikels auch nicht elenientenfremde Mengen als Elemente von N 
zuliiBt, und das Elément a , das z. B. in M 1 und M 2 auftritt, als 
das „zu gehorige Elément a" von dem ,,zu M 2 gehorigen Ele- 
mente a il unterscheidet, so wird die bei dieser Unterscheidung ge- 
bildete VereinigungsmengB abzahlbar unendlich, und das bei Zu- 
lassung nicht elementenfremder Mengen zu bildende eine eigent- 
liche TeilmengB jener VereinigungsmengB, also nach dem eben 
erhàrteten Satze endlich oder Es kann aber in keinem der 

drei SàtzB dos Art. 13 dis Menge endlich sein, sonst müBte 

auch jede ihrer Teilmengen nach Art. 10 endlich sein, wiihrend sie 
doch auch abzahlbar unendliche Teilmengen enthalt, die, wie wir 
wissen, „nicht- endlich 11 sind (Art. 11). Es kann also — der Schlufl- 
bemerkung des vorstehenden Artikels entsprechend — in den erwahnten 
Sàtzen die Beschrànkung auf elementenfremde Mengen wegbleiben. 

Unendliche MBngen. 

15. DaB eine Menge M ,,unendlich“ ist, sagt in kürzerem Aus- 
druck, daB diB Anschauung uns eine Àquivalenzbeziehung zwischen 
der MengB M und einer eigentlichen Teilmenge T derselben ergibt. 
Es ist Ain évidentes Teilerlebnis dieser Anschauung, daB gewisSB 
ElementB von M nicht Elemente von T sind. Es BBi a ein solches 
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Elément 1 , a !1) das in T dem a umkehrbar eindeutig zugeordnetB 
Elément. 

Auf Grand der Âquivalenz M ~ T sehen wir, dafl auch T ^ T ih t 
wo T 111 eine eigentliche TeilmBnge von T, und dafl das Elément a 111 
von T kein Elément von T 10 ist. Das in T a) dem Elemente b ,u 
aus T umkehrbar eindeutig zugBDrinete Elément kann mit a m be- 
zeichnet werden. Dabei ist eben die Âquivalenz T— T* 11 durch die 
Bestimmung festgelegt, daB, wenn auf Grand der Aquivalenz M ~ T 
die Elemente u und v einander zugeordnet sind, diese auch in der 
Àquivalenzbezieliung T — T llJ einander zugeordnet SBien, insofern 
u ein Elément von T ist. 

Die vollstàndige Induktion zeigt, daB man in dieser Weise jedem 
Numerator k entsprechend eine Teilmpnge von M bilden kann, die 
mit T lFfc) bezeichnet wprden moge und die das Elément a lffr) von 
T ik) nicht enthalt, also eine eigentliche Teilmenge von T ,k) ist. Dabei 
ist offenbar a ,ffc) von a und jedem a |l) \i<\k) verschieden, und 
inimer Elément von M. Man kann die so bestimmte, aus den Ele- 
menten a 10 bestehende Teilmenge A von M den Elementen der 
Numeratorenmenge von Z umkehrbar eindeutig zuordnen; d. h. es 
ist A ~ Z. Damit ist das Anscliauungsgesetz gewonnen, daB je de 
unendliche Menge eine der Z-Menge aquivalente Teil- 
inenge A enthalt. Es ist dabpi aber durchaus nicht ausgeschlossen, 
dafl A aile Elemente von M enthalt und demnach eine uneigentliche 
Teilmenge von M ist. 

Es seien A x und A 2 abziihlbar unendliche, elementenfremde 
Mengen; wir sahen, dafl ihre Vereinigungsmenge auch abzahlbar un- 
endlich ist; und zwar ist mit der Anschauung A 1 ~Z und A 2 ~Z 
auch die Àquivalenzbeziehung fiir 

» '.Mi. 

durch die Anweisungen des Art. 13 gegeben. Üffpnbar künnen wir 
das auch so ausdrücken, daB die Elemente von Z in zwei Teilmengen 
zerlegt sind, von denen die eine die den Elementen von A lf die andere 
die den Elementen von A z zugeordneten Elemente pnthàlt. D.h.: 

Jede abzahlbar unendliche Menge kann auch als 
Vereinigungsmenge zweier elementenfremder abzahlbar 
unendlicher Mengen beschrieben werden. 

Ebenso ergibt sich das allgemeine Anschauungsgesetz, dafl jede 
abzahlbar unendliche Menge als Vereinigungsmenge einer endlichen, 
ûder aber auch abzahlbar unendlichen Menge abzàhljpar unend- 


1 Siehü abermals die Anmerkung zu Art. 12. 
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lichen Mengen beachrieben werden kann; ebenSD ala Vereinigungs- 
menge einer abzàhlbar unendlichen Menge endlicher Mengen; oder 
endlich ala Ver einigunga menge einer endlichen odBr abzàhlbar un- 
endhchen Menge endlicher und abzàhlbar unendlicher Mengen. 

In Anwendung dieaer Bemerkungen führen wir neue Zeichen- 
fDrmen ein, die den Hauptnamen „Bruchform“ und die Teilnamen 
„den ersten Teil |oder Zàhler) x enthaltend“ und „den zweiten Teil 
(oder Nenner) y enthaltend" führen sollen. Wir komnien weiter 
überein, eine Bruchform mit x/y zu bezeichnen und diese, wenn x 
und y Numeratoren sind, „positive Brüche“ oder positive 
rationalo Zahlen“ zu nennen. 

Die Menge der positiven rationalen Zahlen ist demnach abzàhlbar 
unendlich; offenbar sind j en e positiven rationalen Zahlen, der en Nenner 
durch denselben Numerator gegeben wird, Eléments einer abzàhlbar 
unendlichen Menge, und die Menge aller positiven rationalen Zahlen 
die Vereinigungsmenge diespr Mengen, also auch abzàhlbar unendlich. 

Wie hieraus die Arithmetik der rationalen Zahlen als exakter 
Wahrheitsbereich beschrieben wird, soll nicht weiter ausgeführt 
werden; allerdings gehdren dazu iiDch weiter b Festsetzungen, so vor 
allem die Bestimmungen, dafi a/b = c/d dann und nur dann gesetzt 
werden soll, wenn ad =bc isb. Hier treten keine weiteren prinzi- 
piellen Fragen auf, und es wàre wohl überflüssig, diese Erorterungen 
hier ausführlich wiederzugeben. 

Nur daB wir dann und nur dann a/b<c/d setzen, wenn 
ad<bc ist, mag iidcIi erwàhnt werden, da damit die „natürliche“ 
Drdnung der positiven Zahlen gegeben wird, bei der es bekanntlich 
keine auf einB gegebene Zahl unmittelbar folgends Zahl gibb. Ist 
a/b < c/d, so gibt es immer eine positive rationale Zahl r, sd daB 
a/b<r und r<c/d ist. Damit ist aber, wegen der Àquivalenz 
mit Z, auch für diB Numerator enmenge eine ahnliche Drdnung ge- 
goben. 

Endlich sei noch bemerkt, dafl die Arithmetik der rationalen 
Zahlen weiter noch durch Einführung der D und der negativen ratio- 
nalen Zahlen zu erweitern ist, was aber gleichfalls keine prinzipiell 
neuen Gesichtspunkte erfordert. 


AllgBmelnB Arithmetik. Th b o rie der rsBlIan Zahlen. 

1S. DiB Betrachtungen, diB wir an dem in Art. 11 dBfiniertBn 
abstrakten Kontinuum \£ a ans tell en konnen, führen zu BeSultatBn, 
diB für diB Arithmetik von grundlegender Bedeutung sind, insbe- 
BDndere die allgemeine Théorie der rBellen Zahlen ergeben. 
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EinB Teilmenge T lier abstrakten Numeratorenmenge Z a> die 
demnach pin Elément von \£ a ist, kann vDr allem zur umkehrbar 
eindeutigen Bestimmung |Erzeugmig) vdii Dingen benutzt werden, 
die wir als echte dyaiische Br ü elle bezeichnen. Es sdII nâm- 
lich jedem in T enthaltenen Nunnu-ator die Ziffer 1, jedem in der 
Tpilmenge nicht enthaltenen Numerator die Ziffer D zugeordnBt sein. 
Diese Zuordnung, die durch T bestirnrnt ist, und umgekehrt auch T 
bestimmt, wird eben als ,,Ding“ ein e ch ter dyadiaohBr Bru ch 
genannt. Wenn eine seiche Zuordnung gegehen ist, kann man die 
dem Numerator k zugeDrdnete Ziffer mit e k bezeichnen; für eine 
„gegebene“ Zuordnung wissen wir dann, Db e k die D oder aber die 
1 bezeichnet. Man benutzt zur Bezeichnung dieses Dinges ■e 1 e 2 e 3 . . 
wo die Punkte auf eine „gegebene u Zuordnung verweisen. Nennen 
wir kurz einen bestimmten echtcn dyadischen Bruch E, so sagen wir 
auch, daB an ,,dêr k-ten Stelle von E die Ziffer e k steht“, wornit der 
Ausdmcl; ein er ungenauen ràumlichen Anschauung, wie sie in den 
Elément en üblich ist, prazisiert wird. Die Mengo der echten 
dyadischen BrücliB ist eine Cantorscho Menge und offenbar ~ £ a . 

Wenn wir eine Stelle jeinen Numerator) m angeben konnen, sd 
daB e f , sobald m < i ist, immer die D bedoutet, nennen wir das ent- 
sprechende E „endlich , ‘, in jedem anderen Ealle ist E ein „unend- 
licher“ dyadischer Bruch. Die Menge aller cndlichen echten 
dyadischen Briiche ist, wie man unmiUelbar sieht, abzahlbar un- 
endlich. 

Es sei B r ein Stellenzeichen in E, das die 1 bedeutet; dann gibt 
es offenbar, wenn E unendlich ist, ein erstes Stellenzeichen e, von 
der Beschaffenheit, dafl r < s und e M wieder die 1 bedeutet. Audi 
wenn E endlidi ist, kann es ein sol elles e 9 geben; es kann aber auch 
e r das „letzbe“ von D verschiedcne Stellenzeichen sein. Schliefllich 
kann auch jedes Stellenzeichen die 0 bedeuten (wenn T die ,,Null- 
menge" D ist). Dieses E bezeichnen wir mit E (0). Allgemein kann 
auch der T entsprechende dyadische Bruch mit E (T) bezeichnet 
werden. 

Ist e r ein Stellenzeichen in E, das die 1 bedeutet, und e, das erste 
Stellenzeichen, für welches r < s ist und das gleichfalls die 1 bedeutet, 
so ist offenbar die Menge der Numeratoren i, für diB r < i H s 1 ist, 
endlich und es entspricht dieser Menge als ,,Anzahl“ ihrBr Elé- 
ment b ein Numerator, der mit k a bezeichnet werden mag. Dem 
ersten Stellenzeichen e p , das in E diB 1 bedeutet, soll der Nurne- 
rator p BntsprechBn, diB Anzahl der Numeratoren, für die i < p' ist. 

Jedem E (mit Ausnahme von E (9)) entspricht demnach eine 
endlichB oder abzahlbar unendliche Menge von Numeratoren k Bi k t ,..., 
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die auch geordnet ist, wenn wir fest3etzBn, daB \<'k t aei, wenn s < t 
ist. (Disse Drdnung iat selbstverstandlich nicht dis natürliche Drd- 
nung, und es muB demnach für ihre Bezeichnung ein neuea Zeichen, 
<' benutzt werden. Prazis gesprochen muB diesea Zeichen die Ver- 
wpisung auf E oder T pnthalten.) 

So wird jedea 1 E eine bestimmtB ,,Numeratorenreihe“ \k a ,k t , ...), 
kurz V, mit bestimmter Anordnung der Numeratoren ergeben; diese 
NumeratDrenreihB kann aber denselben Numerator an verschiedenen 
Stellen wiederholt enthalten. Die Zuordiiung der E und V ist 
offenbar umkehrbar eindeutig. Die so beschriebenen Dinge V 
nennen wir dis Variation en von Z a . 

Die Menge aller Variationen van Z a lieiBe Sie ist 
nach den entwickelten Prinzipien wieder konsistent, und wiB aus 
ihrer Beschreibung unmittelbar ersichtlich, auch — l£ a . Iat \a lt a 2 , ...) 
eine solche Variation, sd führt diesB durch den (endlichen oder un- 
endlichen) ,,Kettenbruch M 

_1 

a t + 1 

«> + ■•• 

offenbar schon auf diB „Menge aller. reellen Zahlen zwischen 0 und 1“, 
waa aber hier nicht weiter ausgeführt werdpn soll. 

Die Verbindungsmenge von Z a und l£ fl ergibt si ch aua diesen 
An&chauungen als — E n . Iat ein Elément von Z a , und |a a , d 3l . . .) 
ein Elément von so ist \a lf rz 2 , a 3 , ...) auch ein Elément von 
Ë u , das umgekehrt auch das Elément a 3 , ...)) der Ver- 

bindungsmenge eindeutig bestimmt. 

Ea iat demnach auch die Verbindungsmenge von Z a mid der 
Menge aller dyadischen echten BrüchB ~ E 0 . 

Um aber diese VerbindungsmengB zur genauen Daratellung der 
SDg. reellen Zahlen zweçkmaBig gebrauchen zu konnen, iat die MengB 
der dyadischen echten Brüche noch zu modifizieren. Diese Menge 
enthâlt offenbar z. B. -1DD..., wo auf jeder weiteren Stella diB 
Ziffer D zu denken ist, und auch ■ 01 1 wo auf jeder weiteren 
Stelle die Ziffer 1 zu denken ist. Will man durch dyadischB Brüche 
die reellen Zahlen genau beschreiben, so sind diese an sich ver- 
schiedenen logischen Gebilde als „numerisch nicht verschieden" zu 
setzBn. Es ist am bequemsten, solche unendliche dyadischB BrüchB 
in dBnen von einer bEStimmten Stelle ab diB 1 steht, ganz auszu- 
schlieBen. Dffenbar ist diB Menge dieser Brüche abzahlbar un- 


1 E \D) Brgibt die „NullmengB“, in der keine VeraohiedBnheit der Anordnung 
erschaut werden kann. 
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endlich. Dasselba ist für die Vereinigungsmenge der Fall, die aus 
diespr Mpnge und der M?nge der endlichen Brüche entsteht 
(letztere ist nàmlich ebenfalls abzàhlbar unendlich); sie ist 
demnach àquivalent der Menge aller endlichen Brüche. Damit ge- 
langen wir zur Anschauung der Tatsache, iaB die Menge der dy- 
adischen Brüche, auch nach AusschluB jener speziellen unendlichen 
Brüche, wieder — E Œ ist. 

Also ist auch die Verbindungsrnenge von Z a und dieser Menge 
< — * E a . Ihre Eléments werden durch die Bezeichnung 

II) Cj f'2 Cg ■ ■ . 

angedeutet, wo aber der Fall auszuschliefien ist, dafi von einer be- 
stimmten St elle die Ziffer 1 steht. Endlich kônnen wir noch den 
Numeratoren k die Ziffer 0 hinzufügen imd statt Z jene Menge be- 
nützsn, deren Elemente die 0 und aile Numeratoren sind. DiesB 
Menge mag mit Z |D) bezeichnet werden. 

So erhalten wir die Verbindungsrnenge von Z' 0i und der Dben 
moditizierten Menge der echten dyadischen Brüche, in deren „all- 
gemeinen” Zeichen k , e l e 2 e 3 ... r k irgendeinen Numerator odsr 
auch die D bedeutet. Die so definiprte Menge bezeichnen wir — 
wenn noch gewisse Festsetzungen |s. den nàchsten Artikel) getroffen 
werden — als Menge der positiven reellen Zahlen und der 
Null 1 , E r ; die Àquivalenz H r — E a ist aus dem Bisherigen unmittel- 
bar ersichtlich. 

17. Die reellen Zahlen entstphen aus den Elementen der 
beschriebenen Menge, indem wir diesen Elementen noch weitere 
Eigenscliaften beilegen, die einesteils der Anschauung entstammen, 
andemteils als „Axiome“ in den die Menge definierenden Denk- 
bereich aufgenommen werden. Allerdings ist dabei die „MengB der 
Axiome” nicht endlich; trotzdem konnen diese durch einen endlichen 
Denkprozefl vollstàndig beschriebt;n werden. Ich mufl mich hier 
— dem Plane dieses Bûches entsprechend — auf eine kurze Andeu- 
tung beschrànken. 

Es werden — dsn Ausführungen zu Anfang dieses Kapitels 
entsprechend — Festsetzungen getroffen, nach denen arithmetische 
Summen und Produkte bestimmt werden. Hier steht uns aber das 
Hilfsmittel der vollstandigen Induktion nicht mehr zur Verfügung. 
Die FestsBtzung geschieht, wenn x und y irgendwelche reellen Zahlen 
sind, durch Beschreibung jenes Algorithmes, der x + y yn d x X y 

1 DiB Zahl D'DOO . . . wird kurz mit D bezeichnet und Null gBnannt. Die 
Ubrigen dyadischen Brüche werden positive reelle Zahlen genunnt. 
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tatsachlich ergibt. Wenn x + y in dieser Weise z. B. z ergibt, 
ist die arithmetis cIib Grleichheit x + y = z axi omatis ch e 
Form des Bereiches und die Tatsache, daB aus x und y nach 
jenen Festsetzungen z entsteht, ein Erlebnis des Bereichs. 

Wir sind auch umgekehrt in der Lage, wenn x, y , z irgendwelche 
reellen Zahlen sind, auf Grund jener Festsetzungen zu entscheiden, 
ob x + y — z eine axiomatische Farm des Bereichs ist oder nicht 
|d.h. dem gewohnlichen Sprachgebrauche nach ,,richtig" ist oder nicht). 

Die die weiteren Summen und Produkte betreffenden Fest- 
setzungen sind analog den in Art. 1 dieses Kapitels getroffenen. 

Ebenso wird, wenn x und y reelle Zahlen sind, eine (bekannte, 
hier nicht naher auszuführende) Festsetzung ergeben, daB x<y 
oder i/< x (eine und nur eine dieser Formen) axiomatische 
Form des Bereichs ist. Auch hier fiillt aber die vollstàndige 
Induktion fart, und es muB jede einzelne*solche Form, die den Fest- 
setzungen entspricht („richtig 11 ist), als axiomatische Form auf- 
genommen werden. 

Endlich ist noch, der Tatsache entsprechend, daB x einB reelle 
Zahl ist, für jede reelle Zabi x die axiomatische Form 
,,æ quai. SR" in den Bereich aufzunehmen. 

Neben den fun dam entai en axi Dm atis ch en Formen, deren„Typus" 
sich durch x-\-y=z, xxy = z } x<y charakterisieren laBt, sind 
die axiomatis chen Formen der Rechnung und Anordnung 
aufzunehmen. Diese entstehen aus den Formen 


I. 

x + [y + z) = \x + y) + s |1) 

z + y = y + x (2) 

x x [y x z) = {x x y) x z (3) 

x x [y + z) = \x x y) + [x x z) (4) 

[x + y) X z = \x X z) + \y x z) |5) 

x X y = y X x |6) 

II. 

[I x<ÿ) X | y<z)] c [x<z] |1) 

[x<y] c [(* + *)< (y + *)] (Z) 

[I x<y) X [U<z)]t[\xXz)<\yxz)] |3) 

wenn in der Implikation 


[|x quai. SR) X \y quai. SR) X [z quai. SR)] C U 
für TJ eine der Formen (I 1 — B), (II 1 — 3) gesetzt wird. 
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Damit ist ein axiomatischer DenkberBich vollstandig beschrieben; 
ebenso der axiomatische Form en bereich, der ein genaues Bild jenes 
Denkbereichs ist. Ea entsteht die Frage, Db wir e3 auch mit 
einem widerapruchslosen WahrlieitsbereichB zu tun haben. Die 
Anschauung, der gemàB dies der Fall ist, erwerben wir in Betrach- 
tungen, die den in Art. 5 dieses Kapitels für den Bereich der ele- 
mentaren Arithmetik angestellten vôllig analog verlaufen und des- 
halb auch nur kurz angedeutet zu werden brauchen. 

Den jbekannten und hier nicht nàher ausgeführten) Fest- 
setzungen entsprechend, nach denen arithmetischB Summen und 
Produkte reelle Zabi en b es ti mm en oder aber die Wahl zwischen 
x < y oder y < x (als Form des Bereichs) geschah, nennen wir 
wieder arithmetisehe Grleichheiten und Ungleichheiten P-Formen; 
und wenden diese Benennungen auch auf andere Zeiehenformen 
genau so an wie in Art. 5, allerdings jetzt statt ..Numerator" immer 
„reelle Zahl“ setzend. Die Anschauung lelirt uns dann, daB jede 
Form unseres Bereichs eine P-Form ist, womit eben évident wird, 
daB unser Bereich ein wi d er3pruchslos er Wahrheitsbereich 
ist (in dem auch Siitze wie 2 + 2 = 5, das eine N-Form wàre, nicht 
vorkoinmen konnen). Die Théorie der reellen Zahlen wird damit 
eine exakte wissenschaftliche Disziplin. 

19. Wie diese Théorie der reellen Zahlen sich einerseits zu dem 
,,genetischen“ Aufbau von Dantor 1 und Dedekind 2 , andererseita 
zur ,,axiomatischen“ Begründung von Hilbert 3 stellt, muB noch 
in einigen Worten auscinandergesetzt werden, wenn auch eine 
historisch-kritische Analyse dieser Begriffsentwicklung hier nicht 
gegeben werden soll. Da es sich doch immer um dieselben mathe- 
matischen ,, Dinge" handelt, müssen diese Theorien durchweg eine 
gewisse àuflerliche Àhnlichkeit besitzen, trotzdem sie in der Tat 
ihrem Inhalte nach ganz vers chie den sind, und untereinander in- 
kDmmensurable wissenschaftliche Werte prâgen. Bei Dantor und 
Dedekind werden Dinge als freie Schopfungen unseres Geistea 
hergestellt, deren Eigenschaften sich dann als analog denen er- 
geben, die wir für die reellen Zahlen als in der Anwendung notwendig 
postulieren. Db diese Dinge „logische Existenz" besitzen — was 
bekanntlich nicht nur als nicht erhàrtet bezweifelt, Sondern ge- 
radezu bestritten wurde — ist damit noch in SchwBbe gebliBben. 


1 Math. Ann. Bd. 5, S. 123. — Vgl. auchHeine, CtbIIbs JoumaliBd. 74, S. 172. 

a Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braunsuhweig 1B72. 

3 Über dBn Zahlbegriff, Jahreaber. der deutsuhen Mathematiker-Vereinigung 
Bd. B jauch Anhang VI zu den Grundlagen der GBDmetriB). 
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Wenn auch zuerst in genetischer Forrn beschrieben, sind unsere 
reellen Zahlen VDn vornherein Dirige, deren logis ch e Existenz ge- 
sichert ist, und es wird diese logiscliB Existenz dann Schritt für 
Schritt auch für die voile Théorie der reellen Zahlen erhârtet. 

Ganz eigentümlich ist die Stellung der Hilbertschen Axiornatik, 
die in ihrer neuen Problemstellung unvergânglichen Wert besitzt, 
aber hier ai ch nicht einfügen làBb, da sie eben keine auf unabweis- 
bare — oder als unabweisbar angenommene — Tatsachen si ch auf- 
bauende „Naturwissenschaft 14 ist. In der Hilbertschen Axiornatik 
werden weder die Dinge, nDch dis diese Dinge verknüpfenden Be- 
griffe definiert. Im besten Falle definieren sie sich gegenseitig. Diese 
simültanen Definitiunen heiflen bei Hilbert ,, Axiome 44 , DaB diese 
Axiome aus der Kenntnis unabweisbarer Tatsachen entstanden, 
wird geradezu absichtlich ignoriert. Es gibt demnach in diesen 
„ Grrundlagen 44 keine Evidenz und keine Wahrheit, die dann in der 
logischen Verkettung dieser Grundlagen wieder angenommen und 
gebraucht wird. Zum Schlusso sdII dann eine — versprochene, 
aber nicht ausgeführte — Erhartung der WiderspruchslDsigkeit den 
notwen digen erkenntnistheoretischen AbschluB geben. 

Dabei ist noch zu bemerken, daB Hilbert s Axiome nicht 
durchweg Axiome im Sinne der hier angewandten Terminologio 
sind; so z. B. wenn es als Axiom hingestellt wird, daB „es ein Ding 
gibt, das eine gewisse Eigenschaft besitzt 14 . DaB ein Ding logische 
Existenz besitzt, Dder daB ein Ding eine reelle Zahl „ist 41 , bedeutet 
für uns eine Anschauung, diê an einem fertigen Denkhereiche er- 
worben wird, aber kein Erlebnis, das dem Denkbereiche „angehort 14 . 
Ebenso ist das „Vollstandigkeitsaxiom‘ 4 eine an dem fertigen Denk- 
bereiche zu erlangendB Anschauung; die j/Vollstândigkeit 44 ist ein 
Postulat, das in unserer SyntheSB überhaupt nicht als ,, Axiom' 4 
des Denkbereichs gefaBt werden kann; ebensowenig wie das Postulat 
der Widerspruchlosigkeit. 

Nlcht-endllchs und unendlichB MBngBn. 

19. Mit der Anschauung dBr Tatsache, daB eine Mengo M „un- 
endlich 44 ist, erleben wir auch jnach Art. 15) die Anschauung, daB 
diese Menge eine der Z-MengB a suivaient e Teilmenge T besitzt. 
Ware nun k ein bestimmber Numerator, und M ~Z k , sd warB damit 
auch die Anschauung gewonnen, dafl jede Teilmenge von M , also 
auch Z, einer Teilmenge von Z k àquivalent ist. In Art. 11 wurdB 
disse Anschauung als „unmoglich“ erkannt, d. h. jede unendliche 
Menge ist nicht-endlich. 

K Uni a, Mengenlehre. 


14 
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Für eine „gegebenB“ Teilmenge T von M, d. h. für eine tatsàch- 
lich beschriebene Teilmenge von M, lehrt au ch die Anschauung, 
ob sic überhaupt noch Elemente enthàlt, oder aber Nullmenge 
ist. Man mag dies als selbstàndiges „AnschauungspDstulat ,, hin- 
stellen, oder auch als Spezialisierung der die Mengen definierenden 
Gr-Eigenschaft auffassen. Jedenfalls sind Gr-Eigenschaften, die diesem 
Postulat 0 niclit genügen, für uns undenkbar; allerdings nur in dem 
Sinne, daB jcne Teilmenge von T eben nicht „gegeben“ wàre 1 . 

Bei Aunahme dieses Anschauungspostulates zeigt 
sich, daB auch jede nicht-en dliche Menge unend- 
lich ist. 

Sei M eine nicht-en dliche Menge, also auch keine Nullmenge. 
8ie enthàlt Elemente, und danach auch eine mit Z l àquivalente 
Teilmenge. Dies kann für jeden Numerator k stattfinden. D. li., 
ist k ein beliebiger, aber bestimmter Numerator, sd gibt es eine mit 
Z k àquivalente Teilmenge von M. Wenn aber diese „Eigenschaft“ 
lier Numeratoren nicht für jeden Numerator Tatsache der An- 
schauung ist, so gibt es einen „ersten“ Numerator V , für den dies 
nicht der Fall ist. Mit anderen Worten: Es besitzt M eine Teil- 
menge, die ~Z V aber keine Teilmenge, die ist. Die Teilmenge 
von M, die aile Elemente von M, mit AusschluB der Elemente jener 
Z l àquivalenten Teilmenge, enthàlt, ist gegeben; sie ist keinB Null- 
menge, sonst wàre M eben endlich. Es gibt also auch eine Teil- 
menge von M, die ist. Die vollstàndige Induktion zeigt dem- 
nach, daB es für jeden Numerator i eine Teilmenge T i von M gibt, 
die ~Z { ist. 

Aus der Existenz dieser T t ergibt sich aber — wie wir gleich 
sehen werden — auch die Existenz einer Teilmenge von M, diB 
~Z ist, und dainit, daB M eine ,,un en dliche “ Menge ist. 

Die Yereinigungsmenge aller T { , für die i < p ist, ist endlich, 
z. B. ~Z q . Demnach bilden diejenigen Eléments von T q r, die 
auch in jener Yereinigungsmenge enthalten sind, eine TBilmBnge 
von T q , , die àquivalent einer Teilmenge von Z q ist. Sie ist also 
eine eigentliche Teilmenge von T q , ; d. h. T q , enthàlt ein ElBmBnt, 
das von allen Elementen der T { [ i < p) verschieden ist. Die voll- 
stàndige Induktion zeigt, daB dieses Yerfahren nicht abbricht, und 
so eine Teilmenge von M erzeugt wird, die in der Tat ~*Z ist. 

1 Undenkbar, ungefàhr so, wie die FunkentelegraphiB für Üiceio undenkbar 
war; aber nicht „unmôglich“, indem Bine Verletziing der Grundnorm unsBres 
Denkens VDrlkge. Wenigstens SBhe ich nicht, wiB Bine solchs Verletzung zu 
konstatieren wàre. 
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Eine strenge Prüfung dieser Betrachtungen zeigt, daB au ch hier 
noch Berufung auf die Evidenz gewisser neuer Anschauungen (die 
Bildung neuer synthetischer Urteile) stattfindet, die aber, wiB es 
scheint, nicht vermieden werden kann. 1 

Schriflzeichan und SchriftsprachB. 

2D. Es sei n ein bestimmter Numerator; z x , z 2 , z nt oder 
genauer z t [i < n') sollen iann ein fâche Zeichen bedeuten, die wir 
Schriftzeichen nennen wollen (Buchstaben, Ziffern, Interpunktions- 
zeichen, zu denen aber noch ein Worttrennungszeichen hinzugefügt 
werden muB). 

Den Elementen von Z k , wd k ein beliebiger, aber bestimmter 
Numerator ist, konnen wir dann in beliebiger Weise bestimmte 
Schriftzeichen zuordnen, Dhne aber eine umkehrbare Eindeutigkeit 
dieser Zuordnung vorauszusetzen. Insbesondere kann verschiedenen 
Elementen von Z k auch dasselbe Schriftzeichen zugeordnet sein. 
Mit dieser ZuDrdnung sind auch die zugeordneten Schriftzeichen 
geordnet ; oder, wie wir in Analogie zu bekannten Ausdrucksweisen 
sagen konnen: die Schriftzeichen konnen verschiedene StellenwertB 
erhalten. (Es kann z. B. z 2 an erster mid auch an dritter Stelle stehen 
usw.). Jede solche Zuordnung nennen wir einen S chrif tnamen. 
Damit ist ein Schriftname — im gewohnlichen S inné des Wortes — 
ohne Zuhilfenahme einer raumlichen Anschauung genau beschrieben. 

Die einem bestimmten k entsprechenden . Schriftnamen bilden 
eine endliche Menge. Dies ist klar, wenn k die 1 ist. Die endliche 
Menge besteht aus den einzehien z-Zeichen; sie ist demnach ~Z n . 
Die Ausführung der vollatandigen Induktion is b unmittelbar zu über- 
sehen. Es sei die Menge der einem bestimmten k entsprechenden 
Schriftnamen Wenn wir von k zu k f übergehen, kann eben 

dem k' wieder jedcs z zugeordnet werden. Und die Menge der k' 
entsprechenden Schriftnamen ist geradezu àquivalent der Ver- 
bindungsmenge 3)^ (Z H , Z N ), demnach gewiB endlich. 

Die Menge aller Schriftnamen ergibt sich hieraus als ab- 
zahlbar unendlich; sie ist geradezu eine abzâhlbar unendliche MengB 
endlicher, élément enfremder Mengen. 

Man gelangt zur S chrif tspra che , wenn man jedem Elemente 
einer bestimmten Teilmenge der Menge aller Schriftnamen ein be- 
stimmtes Ding umkehrbar eindeutig zuordnet; wâhrend jene Schrift- 
namen, die nicht Eléments jener Teilmenge sind, als ^innlos 11 über- 

1 Auoh in der sonst auBerardentlich genauen DarstBllung von Hessenberg 
a. a. O. § 120) wird dieser Tbü der Betrachtung als selbstvBrstS.ndlieh hingestellt. 

14* 
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haupt nicht gebraucht werden. Jene Zuordnung gewisser Schrift- 
narnen und Dinge ist eine genaue Abbildung des die Dinge (als 
Erlebnisse, bzw. [lie Erzeugung der Dinge) umfassenden Denk- 
bereichs in einer fertigen (idealen) Sprache. 1 Die einer bd be- 
stiminten Schriftsprache zugehorigen Schriftnamen sind Elément» 
einer Teilmenge der Menge aller Schriftnamen. Diese, als abzahlbar 
unendliche Menge kann im w-Typus georilnet werden, und es ist 
damit au ch jene Teilmenge wohlgeordnet. 

Dabei liaben wir es mit pinem Denkprozesse zu tun, der vei- 
schiedene Denkbereiche benutzt. Diese sind: 

a) der Denkbereicli A , dem die dur ch jene Sprache bezeich en- 
bar en Erlebnisse (Dinge) angehoren, 

b) Der Denkbereich 2, der die Menge der Schriftnamen definiert, 
und endlich 

c) der Denkbereich \A,2\, dessen Erlebnisse die Àquivalenz- 
beziehungpn zwischen den Erlebnissen in A und den Ele- 
menten der in b) definierten Menge sind. 

21. An diese ,,endliche Bezeichnung“ der in einer bestiminten 
Sprache beschriebenen Erlebnisse schlieflen wir die Besprechung 
gewisser ,,Antinümien , ‘ an. Wenn auch diese Antinomien nichts 
anderes als Fehlschlüsse sind, in denen wir wieder vers chie dene 
Dinge als nichtverschieden annehmen, wird ihre genauere Besprechung 
doch nicht überflüssig sein. Die genaue jJjosung 11 dieser Antinomien 
beseitigt nicht nur gewisse Zweifel an der Sicherheit unseres ,,not- 
wendigen“ Denkens; sie lehrt uns auch, die PrazisiDii unseres Denkens 
sorgfàltiger zu pflegen. 

Die einfachste und eben darum lehrreichste solche Antinomie 
ist die von Dix on 2 besprochene. 

Li irgend einer Kultursprache, z. B. der deutschen Schrift- 
sprache, besitzen wir fiir jede beliebige ,,ganze Zahr 1 ® entsprechendo 
Schriftnamen, z. B. „eins“, ,, tausend" usw. Die Schriftnamen, die 
aus weniger als tausend Schriftzeichen bestehen, bilden eine endliche 
Menge; jene ganzen Zahlen, die in deutscher Sprache diesen aus 
weniger als tausend Schriftzeichen bestphenden Schriftnamen zu- 


1 Unter den Erlebnissen kbnnen und s d 11 en si ch auch die Erzeugung von 
Dingen, wie z. B. Numeratoren, befinden. Jedenfalls kbnnen wir in den an g, 
Kultursprachen jede natürliche ganze Zahl so „bBZBichnen“. 

2 Proceedinga of the London Mathematical Society 19 D6. Eine davon 
prinzipiell kaum unterBohiedene Faasung, die von Berry herrührt, /wird aua- 
führlich von Russell besprochen (American Journal of Mathematica, Bd. 3D f 1908). 

8 Darunter die pDaitiven ganzen ZahlBn, wiB immBr — alao ala Nume- 
ratoren, oder auch als KardinalzahlBn — veratanden. 
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geordnet sind, bilden auch Bine endliche Menge. Und „es gibt dem- 
nach eine bestimmtB kleinste ganze Zahl, deren Schriftnamen samt- 
li ch tausend oder mehr Schriftzeichen enthalten*'. (DieSelbe Zahl 
kann nàmlich mBhrerB Schriftnamen besitzen.) 

Dffenbar — sd heiBt es weiter — ist aber dieser letztB Satz auch 
ein SchriftnamB dieser bestimmten Zahl. Und dieSB Zahl, deren 
Schriftnamen tausend oder mehr Schriftzeichen enthalten müssen, 
hat demnach auch einen Schriftnamen, der weniger ala tausend 
Schriftzeichen enthalt; wDmit ein „unloslicher , ‘ Widerspruch ge- 
geben scheint. Dieaer ,,unloslichB Widerspruch" beruht aber auf 
einem ganz évident en Fehlsuhlusse. Der angezogene Satz ist 
gar kein SchriftnamB jener Zahl, SDndern Schriftnanie 
einer Définition dieser Zahl. Ihm zugeordnet ist nicht 
die Zahl, sundern eine Regel, nach der diese Zahl von jedem 
an déni Dinge unterschieden, und demnach — b ci den vorliegenden 
speziellen Yerhaltnissen — in piner endliclien Eeihe von Schritben 
bestinimt werden kann. Wenn die Zuordnung \A, -2*) klar genug in 
unserm Bewufitsein vorhanden ist, wird der Schriftname jener Zahl 
immittplbar die Vorstellung jener Zahl erzeugen. Der Schriftnanie 
der Regel erzeugt nur die VorstLdlung des Den kproz esses, der die 
Zahl bestimmt. Die Antinomie entsteht, wenn wir diese Regel mit 
lier durcli aie bestimmten Zahl verwechseln; und es wird ein 
immenser Aufwand an Müho notwendig sein, um mit Hilfe dieser 
Regel die g es u dite Zahl, d.h. ihren Schriftnamen, wirklich zu finden. 

Dafi das impradikativo Elément des Satzes allein uns sclion 
zwingt, den Satz als sinnlos zu verwerfpn — wie Poincaré ursprüng- 
li ch ineinte — kann nicht richtig sein. Um dies einzusehen, genügt 
es, den folgenden deutschpn Satz zu bilden: „Die kleinste ganze Zahl, 
deren Schriftnamen in deufcscher Sprache sàmtlich mehr als tausend 
Schrif fczeichen enthalten, ist N“ |wo für N der Schriftname jener 
Zahl zu setzen ist). 

Spàter hat Poincaré seinB Ansicht modifiziert und die Quelle 
der Dixonschen AntinomiB in dpn folgenden Betrachtungen zu finden 
verni eint. 1 

Indem wir fragen, Db ein Schriftname weniger als tausend 
Schriftzeichen enthalt oder nicht, nehmsn wir implizitB an, dafi die 
entsprediende Einteilung der Schriftnamen schon gBgeben und un- 
verànderlich ist. Das wàre aber unmoglich. EinB solchB Klassen- 
einteilung ist ja erst dânn gegBben, wenn wir aile Schriftnamen mit 
weniger als tausend Schriftzeichen überblickt und aÜB jenB ausge- 


1 Rbvub de Métaphysique Bt de Moral b, 1909, S. 401—436. 
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schieden haben, die sinnlos sind. Unter diesen Schriftnamen ,,gibt 
es abpr solche, die erst nach gpschehener Klasseneinteilung einen 
Sinn erhalten, pben jene, wo diB Klasseneinteilung selbst in Frage 
konimt 11 . Dffenbar ist das aber falsch; die dem Schriftnamen ent- 
sprechende Denkregel bat einen bestimmten klaren Sinn, auch wenn 
die Klasseneinteilung uns nicht bekannt ist. DaB wir mangels der 
betreffenden Daten die Regel nicht benützen kbnnen, bat mit dem 
Sinne der Regel nichts zu tun. 

Nach Poincaré ,,konnte dann endlich die Klasseneinteilung der 
Zahlen ersfc dann crfolgen, wenn die Auswahl der Schriftnamen schon 
erfolgt ist; aber auch umgekehrt die Auswahl der Schriftnamen erst 
dann erfolgpn, werin die Klasseneinteilung der Zahlen schon erfolgt 
ist. Und dpshalb ist sowohl ilie Klasseneinteilung wie die Auswahl 
der Schriftnamen unmbglich' 1 . Damit ist ein Denkprozefi als un- 
mbglich hingestellt, den wir doch mit der groBten Sicherheit aus- 
führen! Es ist unmittelbar klar, daB dabei einem wichtigen Umstande 
nicht Rechnung getragen wurde. Die Schriftnamen der Sprache 
konnen auch solchen Erlebnissen entsprechcn, die an der fertigen 
Sprache entstehpn. Wer würde z. B. den Sinn pines Schriftnamens 
leugncn, wie z. B. ,, dieses Ding heiBt in deutscher Sprache eine 
Rose 11 ? Jede Sprache ist fàhig, auf die Sprache beziigliclîD impradi- 
kative Sàtze zu bilden. 

Das ganze ,,Problem“ ist mit der Bemerkung erledigt, daB der 
Scliriftname der Définition einBS Dirigea durchaus 
nicht mit dem Schriftnamen des Dinges selbst ver- 
wechselt werden darf. 

Als endlich- definiert, genauer als in einer bestimmten Sprache 
endlich definiert, hat man bisher — ich selbst in früheren Publi- 
kationen 1 — ein Ding bezeichnet, dem in der betreffenden Sprache 
ein Schriftname entspricht. Nach diesen Erorterungen werden wir 
ein Ding endlich-definiert nennen konnen und nennen müssen, wenn 
ein (endlicher) Schriftname für eine Définition des Dinges vorliegt. 
Andrerseits wird das aber von dem Falle, wo das Ding selbst einen 
(endlichen) Schriftnamen besitzt, wohl zu unterscheiden sein. 


1 Der Verfasser zieht hiermit die mengentheoretisclien Folgerungen seiner 
Noten in Math. Ann., B. 91 u. 93 |Acta Mathematica, Bd. 3D u. 31) zurück. 
SeinB endgültigen Ansiuhten über d an GrBgenatand sind in dieaem Bûche bd aua- 
führliuh dargestellt, daB bs wohl nicht nütig ist, auf die bBachtenswerte Hritik 
beaondBrs einzugehen, zu welcher dieae Noten dis Herren Hobaun [ProDeedinga 

uf thB London Mathematical SociBty (2) Bd. 41), Vivanti IRendiognti dBl Dir- 
oolo Matematico di PalBrmu, Bd. 25) u. a. VBranlafit haben. 



Achtes Kapitel. 

Dis FundamentalsâtzB der CanturschBn Mengenlehre. 

Der ÂquivalBnzsatz. 

1. Die Tatsache, daB M uni N àquivalente Mengen sind, d. h. 
die Tatsache, daB zwischen den Dingen, die Elément b von M bzw. N 
sind, eine uinkehrbar eindeutige Beziehung hergestellt werden kann, 
ist ein unmittelbares Ergebnis der Anschauimg, ein Erlebnis, das 
sich eigentlich gar nicht auf die Mengenbegriffe, sondem auf dis diese 
Mengenbegriffe definierenden Dingo bezieht. Wenn wir trotzdem 
jbisher mid auch weiterhin) von der Àquivalenz der Mengen sprechen, 
so geschieht dips einesteils, weil wir den damit verbundenen be- 
quempn Ausdruck nicht missen wollen, andrenteils aber auch, weil 
wir ja die Àquivalenz für die Théorie der Mengen verwerten und nur 
ausnahmsweise die Aquivalenz solcher Denkbereiche [G] und [H] 
|Kap. III, Art. 9) in Betrachb ziehen, diB zur Bildung konsistenter 
Mengen nicht geeignet sind. 

Mit der Anschauung, daB die Elément e vdii M imd N , und auch 
die Elemente von N mid P, in umkehrbar eindeutiger Beziehung 
zueinander stehen, d. b. mit der Anschauung, daB M ~ N und 
N^P ist, erleben wir auch die Anschauung M~P. Es ist 
„.M — P" ein TeilBrlebnis vdii ,,M ~ N und N ~ P“. 

Statt dessen „berufen“ wir mis auf den „allgemein giiltigen“ 
|Anschaumigs-) Satz: Wenn M~N und N~P, ist auch N~P. 
Wir werden diese Aussage vielfach statt der früher hingeschriebenen 
benübzen, obwohl die logis ch deduktive Eorm dieser Aussage ihrem 
Inhalte nicht vüllig entspricht. Wenn wir die eigentliche Bedeutmig 
des Satzes einmal betont haben, kann diese Form des Satzes keinen 
Schaden anrichten; bs wàre aber richtiger die der logis chen De- 
duktion entnommenen Wendungen der Sprache in Fallen, wd von 
logischer Deduktion eigentlich gar keine Rede ist, zu vermeidBn. In 
diesen sprachlichen Wendungen geschieht durchweg ein unbewuBtes 
„AxiDmatisieren“ gBwisser Anschauung en. Hatten wir fBSbgesetzt, 
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daB jeder Denkbereich, der Àquivalenzen enthàlt, auch die axioma- 
tische FDrm 

[[X ~ Y) X (Y~Z)]c[X~Z] 

enthalt, so wàre dieso ^AxiDmatisierung" klar zum Ausdrucke ge- 
langt. Wenn dies nicht explizite geschieht-, bat das seinen guten Grund. 
Um unser Denkpn endgiiltig zu beschreiben, mu B auch das „Axio- 
matisieren“ irgendwo aufhoren,und die SchluBresultate ergeben 
sich als Anschauungen an einein mfjglichen und widerspruchslosen 
Denkbereiche. Damit müssen wir uns einmal zufrieden geben; nichts 
liindert uns, einen neuen Schritt zu fordem und die sd erhaltenen 
Anschauungen in neuen Furmen zu axiomatisieren und wieder die 
Mijglichkeit und Widerspruchslosigkeit des so konstruierten neuen 
Denkbereichs zu kDnstatieren. Damit wird allerdings der Grlaube 
an die Zuverlassigkeit unsres Denkens vdii neuem vertieft. Es ist 
aber für die hier in Betracht kernmenden Gebiete die Anwendbar- 
keit der hier entwickelten Methoden unmittelbar klar und einleuchtend, 
so daB der AbschluB, der jetzt durch Berufung auf die Anschauung 
geschieht, uns als viillig natürlich erscheint, um sd mehr, als jene 
(historisch jedenfalls sehr merkwürdige) Skepsis, die sicli auf Dr und 
der sog, Antinornien entwickelte, mit dies en selbst doch wieder ver- 
schwindet. 

2. In dem sog. Â quivalenzsatze wird das Erlebnis, daB 

gewisse Mengen équivalent sind, als Teilerlebnis eines anderen Er- 
lebnisses erhiirtet, das in gewissen Fàllen der unmittelbaren Anschau- 
ung leichter zuganglicli ist. Die Beschreibung der Verhaltnisse, die 
jene Àquivalenz zur Evidenz bringen, pflegen wir „BBwcis“ des 
Àquivalenzsatzes zu nennen, obwohl durchaus keine logis chB Db- 

duktion, sondem eino demonstratio ad oculos, Bine Berufung auf 
gewisse Anschauungen erfolgt, die ,,unabweisbare Tatsachen 2 * * * * * * * * * * * 14 sind. 

Den erkenntnistheoretischen Inhalt dieser ,, Berufung 14 haben wir 

eben auseinandergesetzt. Es wird daher ohnB weiteres gestattet 
sein, die ,,logische“ Sprechweise zu benützen. 

Der wesentlichB Inhalt des ÀquivalenzsatzBS, dessen Verall- 

gemeinerung dann ohne Schwierigkeiten erfolgt, ist in folgendem An- 

schauungsgesetzB enthalt en. 

Ist A s eine TeilmBngB von A lt A 1 eine TeilmBnge 

von A und A 2 ^A, sd ist auch A 1 ~ A. 

Jene ElementB VDn A, die nicht ElementB von A x sim?, bilden 

einB Teilmenge von A , die mit B x bezeichnet WBrdBn kann; jBne 

ElementB von A lf diB nicht ElemBntB von A s sind, bilden einB Tbü- 
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menge von A x |und auch eine Teilmenge von A), die mit B 2 bezeichnet 
werden kann, und es ist offenbar A dann geradezu die Vereinigungs- 
menge von Â x und B x ; und A x wieder die Vereinigungsmenge von 
A 2 und B 2 ; oder endlich A dis Vereinigungsmenge von A 2 , B 2 und B v 

Mit A 2 mufi auch A eine „Nullmenge ,t sein; ist A 2 eine uneigent- 
liehe Teilmenge vdii A, ûhne „Nullinenge“ zu sein, so dafl A und A 2 
dieselben Eléments en tli ait en, sd ist diea auch mit A x der Fall und 
A — A x wird unmittelbar évident. 

Es ist demnach nur der Fall genauer auseinanderzusetzen, in 
dem A x und A 2 eigentliche Teilmengen vdii A sind, und auch A 2 
eigentliche Teilmenge VDn A ± ist. Den eingeführteii Bezeichnimgen 
entsprechend ist dann auch B x eigpntliche Teilmenge von A und 
B 2 eigentliche Teilmenge von A x . 

Es sei nun b ein Elément von B x , das demnach kein Elément 
von A x und auch kein Elément vdii ^1 2 ist. Die bekannte uinkehrbar 
eindeutige Àguivalenzbeziehung zwischen A und A z bestimmt ein 
zu b gehoriges Elément von ^4 a , das mit b th bezeichnet werden moge. 
Ebenso bestimmt dieselbe Àijuivalenzbeziehung das zum Ele- 
mente b 111 von A gehorige Elément b lz) von ^4 2 . Ist man bei dieser 
Bestiminung zu einem Elemente b w gelangb, so bestimmt dies 
wieder ein Elément von A 2 , das mit bBzeichnet werden mijge. 
Die vollstândige Induktion zeigt, dafi in dieser WeisB jedem Ele- 
mento b von B x eine abzàhlbar unendliche Menge von Elément en 
der Menge A entspricht, die der Numeratorenmengo Z umkehr- 
bar eindeutig zugeordnet und mit dieser zugleich im ro-Typus 
geordnet ist. In dieser aus b erzeugt en Menge ist b, das erste Elément, 
ein Elément von B v jedes andere Elément ein Elément vdii A 2 . 
Diese Elemente sind durchweg verschieden; sonst gabe es ein erstes 
Elément b |r) , das spater als b w wieder auftritt. Dann müfite aber 
auch das dem b< r) unmittelbar vorangehende Elément mit jenem 
Elemente übereinstimmen, das dem b ,j) unmittelbar vorangeht. Das 
ist unmoglich; sonst wàrB gar nicht das erste solche Elément, 
und demnach von si ch selbst verschieden. Es konnte also b M nur 
b selbst sein; auch das ist unmôglich; jedes auf b folgende Elément 
ist Elément von A 2 , wàhrend dieses selbst nicht Elément von A 2 ist. 

Sind b und b x zwei verschiedene Elemente von B x , so werden die 
aus b bzw. b x Brzeugt en Elemente durchweg verschieden SBin. W&rB 
b^ das erste Elément, das von Binem ElBmBnte b x [r) nicht verschieden 
ist, so müBte wegBn dèr zugrunde gelegten umkehrbar eindeutigBn 
Beziehung das dem b (fe) unmittelbar vorangBhende Elément von dem 
bjW unmittelbar vorangehenden EbmentB nicht verschiBdBn sein. 
Das ist „unmDglich“, es müBtB also b |k) oder das erstB Elément 
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der Menge, d.h. b bzw. b x sein; aber auch in dieaem Falle iat die Un- 
moglichkeit unmittelbar évident. 

Die Elemente von bestiminen demnach einB Teil- 
menge vdü A 2 , die mit A 3 bezeiohnet werden mag — nàm- 
lich die Menge derjeniger Elément e von A 2 , die der aus irgend einem 
Elemente b von B 1 entstammenden EeihB angehoren; A 3 wird im 
allgemBinen auch eine eigBntliche Teilmenge von A 2 sein. 

Jedenfalls ist es für jedes Elément von A z entschieden, ob es 
Elément von A 3 ist Dder nicht, 

Um diese Entscheidung für irgend ein Elément a von A z zu 
treffen, hat man auf Grund der umkehrbar eindeutigen Àquivalenz- 
beziehung zwischen A und A z das Elément aus A zu bestimmen, 
das dem a als Elément von A 2 entspricht. Dies s pi das „dem a un - 
mittelbar vorangehende Elément von A“; ist disses ein Elément von 
A 2 , so kann dieser ProzeB wiederholt werden; ist aber a ein Elément 
von A 3 , so mufl die Moglichkeit der Wiederholung des Prozesses 
nach einpr endlichen Anzahl von Schritten aufhdren, indem wir zu 
einem Elemente b von B l gelangen. Dann ist eben a ein Elément 
von A 3 , das bei Erzeugung der aus b entstammenden Reihe auftritt. 

Die Moglichkeit der Bestimmung eines ,, unmittelbar vorangehen- 
den“ Elementes kann auch so aufhbren, daB wir zu einem Elemente 
von B z gelangen; oder es kann auch bei jeiem endlichen Schritte 
ein unmittelbar vorangehendes Elément bestimmt werden. In diesen 
Fàllen isb es évident, daB das Elément a vdh A 2 kein Elément von 
A 3 ist. 

Wir konnen auf Grund dieser Tatsachen folgendo umkehrbar 
eindeutige Âquivalenzbeziehung zwischen A mid A y statuieren. Ist 
x ein Elément der als B 1 oder A 3 bestimmten Teilmengen von A , so 
soll diesem Elemente dasselbe Elément von A 2 entsprechen, wie in 
der supponiBrten Âquivalenzbeziehung zwischen A und A 2 . Ist aber 
x ein Elément von A, das weder in B x noch in A 3 enthalten ist, sd 
soll es sich selbst als Elément entsprechen. Dies ist demnach für 
jedes Elément der Fall, das Elément vdii B 2 Dder A 2 ist, ohnB jedoch 
in letzterem Falle Elément von A 3 zu sein. 

Es ist évident, daB dio so gegebene ZuDrdnung umkehrbar ein- 
deutig ist, und daB die allen Elementen von A zugeordneten Elemente 
aile Eléments von A, mit Ausnahme der in B x enthaltenen Ele- 
mente, d. h. die Eléments von A 1 sind. Man hat demnach in der 
Tat A — ' A lt q. e. d. Das „quod erat demonstrandum“ 4st dabei 
im Bngsten Sinne des Wortes als DemonstrierBn des Augenscheins 
zu verstBhBn. 
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8. Der allgemeine Âqui valenza at z 1 ist ein Anschauungs- 
gpsetz, dessen Evidenz ai ch beinahe unmittelbar aua rlem SDeben 
erhàrteten Satze prgibt. . Er lautet: 

Sinà M unil N irgen dwelche Mengen und hat man 
M ~ N ± a Dwie N ~ M lf wo M 1 eine Teilmenge von M , und 
Ni eine Teilmenge vqii N bedeutet, ao ist auch M~N. 

Wegpn M ~N X gibt es eine Teilmenge N 2 von N 1} für die 
N 2 ^M X ist; es ist aber dann auch N 2 — N. Es ist demnach N 2 
Teilmenge von N l9 Ni Teilmenge von N und N 2 ~N; diea ergibt 
nach den Erîjrterungpn in Art. 2 auch Ni~N und wegen M~N X 
in der Tat auch 

M~N. 


Sd erkennen wir z. B. auf Grund des eben entwickelten Satzea, 
daB die Menge der (echten endlichen oder unendlichen) dyadischen 
Brüche D, und dio Menge der echten (endlichen Dder unendlichen) 
Dezimalbrüche X àquivalent sind, und zwar prlangen wir diese An- 
schauung in rein formaler Wpise, ohne Berufung auf dio „Bedeutung“ 
jener Gebilde als r pelle Zahlen. Jeder dyadische Bruch kann geradezu 
als Dezimalbruch interpretiert werden, und es ist auf Grund dieser 
Interprétation D einer Teilmenge von X àquivalent. Umgekehrt 
kann aber aus jedem Dezimalbruch ein dyadiseher Bruch hergesbellt 
werden,. wenn wir festsetzen, daB an die Stello der Ziffer ,,fc“ immer 

1 Der allgemeine Âquivalenzsatz ist zuerst von Cantur ausgesprochen 
(Zeitschr. f. Philosophie, Bd. 91; Math. Annalen Bd. 4B) und bald darauf 
von Bernstein bewiesen worden. Der Beweis von Bernstein findet sich 
zuerst in Binem BorelschBn Bûche: Leçons sur la thêorÎB des fonctions, Paris 1B9B, 
S. 1[)3. Der langB Zeit als richtig anerkannte „Beweis" von Schrbder (Nova 
Acta Leop., 71, 1898) wurdo von ihm selbst als unrichtig erkannt; siehe: Korselt, 
Math. Ann. Bd. 70, S. 294. Ein für den „Machtigkeitskalkü^ , prinzipiBll wichtiger 
neuer Beweis rührt von Zermeln (Gbttinger Nadir. 1901) her. 

Die im Jahre 1908 unabhangig voneinander entstandenen Beweise von 
Hessenberg | Grundbegriffe der MengenlehrB, Gbttingen 1900) und mir (Comptes 
rendus, Juli 1900) vermeidBn dÎB Bezugnahme auf das BxplizitB Prinzip der voll- 
standigen Induktion und bBnutzen nur den in Kap. III, Art. 1 erorterten Bild- 
prozeû, sowie den daraus BntstBhenden Reibenbegriff. Allerdings zeigen gerade 
die Entwicklungen dieses Bûches, daü disse UntBrscheidung durcbaus nicht 
wesentbch ist. Im Texte ist der H ess enbergsche Grundgedanke benutzt. 

Ein neuer Beweis von ZBrmelo (Math. Annalen Bd. BS, S. 272 ; zuerst publi- 
ziBrt in einem ArtikBl von Poincaré in Rbvuo de Métaphysique et Morale, 1900; 
S. 314 — 315) VBnneidet aus prinzipiBÜBn GründBn jede Bezugnahme auf gBordnete 
Reilien vom Typus u oder das Prinzip der vollstandigen Induktion, und setzb 
dafür diB — von ihm sqgBnannte — ,,Dedekindsche Kettentheorie"; womib 
aber, wie ich glaubB, viel weitergehende neue Ansohauungspoatulate gesetzt 
werden, als es für diesen Tail der Mengenlehre notwBndig ist. (Siehe diBSDezüg- 
lich Kap. III, Art. 12.) Der Bbenfalls 1908 verbffentlichte Beweis von Peano 
(Rendiconti del CircolD Matematioo di Palermo, Bd. 21, S. 380) ist von diBsem 
ZBrmeloschen Bewsis nicht wesentlich versohieden. 
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einB 1 gesetzt werde, der k Nullen vorangehen. So entsteht 
z. B. aus 

■3D5D1 . . . . 

der dyadische Bru cli 

■ DDD11DÛ0DD1101 .... 

Diese Beziehung ist umkehrbar eindeutig und ergibt Dffenbar, 
daB X einer Teilmenge vdii D aquivalent ist. Damit ist aber nach 
dem Àquivalenzsatze auch eine Àquivalenz D ~ X festgelegt. 

4. Die Àquivalenzsatze beziehen sich, wie schon bemerkt wurde, 
de facto nicht auf Mengen, SDndern auf gewisse Denkbereiche [G] 
[H],... die so definiert sind, daB ,,x qual.Gr“ dann undnur dann dem 
Denkbereiche angehort, wenn x duruh die G-Eigenschaft ,,gegeben' 4 
ist, d. h. wenn es eine unabweisbare Tatsache ist, daB x die Gr-Eigen- 
schaft besitzt. (Àhnlich für [H] usw.) Dffenbar ist nun einB leicht 
ersichtliche, aber im sprachlichen Ausdrucke doch komplizierfcere 
Formulierung notwendig, uni die Àquivalenzsatze in dieser allge- 
meinen [restait auszusprechen, wo sie so ziemlich ailes enthalten, 
was wir von dpn allgemeinstcn Kollektivbegnffen wissen. 

Insbesondere wird der in Art. 2 b eh an dette Satz folgende Ge- 
stalt annehmen : 

Es seien durch unmittelbare Anschauung dis Dingo 
bokannt |,,gegüben“), welche die A -Eigens chaft, die A x - 
Eigenschaft oder die ^4 a -Eigenschaft besitzen. Disse 
Eigens chaften seien ferner so beschaffen, dafl jedes 
Ding, das dio ^ 2 -Eigens chaf t besitzt, auch die ^-Eigen- 
schaft besitzt, und jedes Ding, das die ^-Eigens chaft be- 
sitzt, auch die .4-Eigens chaft besitzt. Es sei endlich 
[A]~[A 2 ] f d. h. es bestehe eine umkehrbar eindeutige 
ZuDrdnung |eine À quivalenzbezi ehung) zwischon allen 
Dingen, welche die A -Eigens chaft besitzen, Binerseits, 
und allen Dingen, welchB die ^4 Z -Eigens chaft besitzen, 
andererseits. 

Dann ist auch \_A]^'[A 1 ] J d. h. es besteht auch eine 
umkehrbar eindeutige ZuDrdnung zwischen den Dingen, 
welche die .4-Eigens chaft besitzen, Binerseits, und dBn 
Dingen, welche die ^-Eigenschaft besitzen, anderBr- 
seits. Und es kanneine solche ,,Àquivalenzbeziehung l< , so wie früher, 
aus der À quivalenzbezi ehung [A] — - \_A^\ dii’Bkt abgBleitet* werden. 

Für diB neue Fassung dBr in Art. 2 bBSchriebBnen DBnkprozessB 
wird es vielleicht noch gut sein, zu bemerken, daB wenn wir dort 
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jene Elemente von A , [lie nicht Elément e von A 1 waren, als Elément b 
piner Teilmenge B 1 von A auffaflten, wir jetzt von einer B r Eigen- 
schaft aprechen müssen, die wir jedem Dinge beilegen, welches die 
^4-Eigenachaft beaitzt, ohne die ^-Eigenschaft zu besitzen usw. 

Für den in Art. 8 behandelben ,,allgemeinen Àijuivalenzaatz 11 
erhalten wir ebenso die folgende, von dem Begriffe der |gBwühnlichen) 
Menge unabhàngige Fassmng: 

Wenn jedem Dinge, das die (7-Eigens chaft beaitzt, 
in umkehrbar eindeutiger Weise ein Ding zugoordnet 
ist, das die H-Eigens ch af t besitzt, unil auch umgekehrt 
jedem Dinge, das die iî-Eigenschaft besitzt, in um- 
kehrbar eindeutiger Weise ein Ding zugeordnet ist, das 
die C?-Eigenschaf t besitzt, so besteht zwischen allen 
Dingen, welche die (x-Eigens chaf t besitzen, und allen 
Dingen, welche die 7î-Eigena chaft besitzen, eine um- 
kBhrbar eincleutige Zuorrlnung, d. h. eine Aquivalenz- 
beziehung. 

DBr CantorschB Satz. 

5. Ea sei M ir g end eine konsistente a-Mpnge; T irg end eine ihrer 
Teilmengen, die selbstverstân illich auch n-Menge ist. T ist, wie 
wir schon gesehen haben, dann jedenfalls auch eine konsistente 
Menge |Kap. VI, Art. 16). Wir erhârten dann ohne Schwierigkeit 
die Evidenz des ala ,,Dant ors cher Satz“ bekannten Anschauungs- 
gesetzes: 

Wenn man jedem Elemente von M eine und nur 
eine Teilmenge von M zuordnet, so kann diese Zuord- 
nung niemals eine Àquivalenzbeziehung zwischen allen 
Elementen von M einerseits, und allen Teilmengen von 
M andererseits ergeben. 

Oder in etwas einfacherer, wenn auch nicht so prâziser [restait: 

DiB Àquivalenzbeziehung zwischen allen Elementen 
und allen Teilmengen einer konsistenten Menge M ist 
unmüglich. 

Unter der engeren Voraussetzung, dafi auch die MengB aller 
Teilmengen von M konsistent ist, d. h. daB die Potenzmenge tyM 
VDn M „existiert“, erhS.lt der Satz endlich noch die Gestalt: 

Sind M und tyM konsistente MBngen, so ist die Àqui- 
valenzb Bzi Bhung M — tyM unmoglich. 

Die Unmoglichkeit einer bestimmten Anschauung ergibt sich 
aus der Unmoglichkeit einer Anschauung, die Teilerlebnis jBner 
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bestimmten Ansehauung ist. Der Nachweis eines solchen Teil- 
irlebuisses ist einpr der einfachsten und doch auBerordentlich frucht- 
baren Denkprozesse, die in der Mengenlehre zur Anwendung gelangen. 

Jener vorausgesetzten Àquivalenzbeziehung entsprechend, ge- 
liiirt zu jedem Dinge x , ias Elément von M ist, eine bestimmte 
Teilmenge von M, der wieder das Elément x vdu M entspricht. 
l)i es gestattet uns eine bequeme Bezeichnungsweise. Die der sup- 
ponierten Àquivalenzbeziehung nach dem Elemente sc.vdii M umkehr- 
bar eindeutig zugeordnete Teilmenge von M bezeichnen wir mit T x . 
Der VDraussetzung nach erhalten wir aus T x aile Teilinengen von M , 
wenn für x aile Elemente vDn M gesetzt werden. 

Die beschriebenen Anschauungen gestatten jetzt die Bildung 
ci lier bestimmten Teilmenge U von M in folgemler Weise. Ein 
Elément u von M soll dann und nur dann Elément von U sein, wenn 
u kein Elément von T u ist. Wegen der Konsistenz von M ist diese 
Teilmenge von M wieder dur ch einen mogliclien und widerspruchs- 
losen Denkbereich definiert, sie ^existiert", wie wir diese Tatsache 
kurz auszudrücken pflegen; und mufi, da aile Teilmengen in dieser 
Bezeichnung erscheinen, von einer durcli T v bezeiclineten Teilmenge 
nicht verschieden sein. Das ist aber in der Tat unmôglich; derin 
U und T u unterscheiden sich gewiB in dem Yerhalten des Elementes 
v von M. Es ist v dann und nur dann Elément von U , wenn v kein 
Elément von T v ist. Die Teilmenge 17 wiire von jeder Teilmenge T„, 
d. h. von allen Teilmengen verschieden, und das ist eben im formalen 
und au ch im dogmatischen Sinne des Wortes „unmoglich". 

Damitist die Evidenz des Dan tors clien Saizes erhàrtet. Dffenbar 
ist aber diese Unmijglichkeit nur dann tatsàchliph Gegenstand der 
Anschauung, wenn die Anweisung zur BiliTlmg der Teilmenge 17 
einwandfrei ist. Dies ist nur dann der Fall, wenn M konsistent ist. 
Die Anweisung zur Bildung von 17 kann dann ausgeführt werden; 
sobald aber M nicht konsistent ist, kann eben jene Anweisung eine 
^unmogliche 11 Forderung enthalten, und diB Teilmenge E7 ,,existiert“ 
nicht. Jene Anweisung ,,inufl“ wenigstens nicht ausführbar sein; 
und wenn wir dies trotzdem annehmen, konstatieren wir eine Tat- 
sache als unabweisbar, die eben nicht unabweisbar ist; d. h. ,,wir 
begehen einen Irrtum“. Dieser ,,Irrtum 11 ist die Grundlage der sog. 
, .Antinomie der Menge aller Dinge“, mit der wir uns alsbald noch 
n aller beschàftigen werden. 

Die Bildung der Teilmengü U wird jnach einem der ràum- 
lichen Anschauung zugànglichen speziellen Falle) als das ,fCantor- 
sche Di agonalv arf ahren 11 bezeichnet. Wenn nâmlich die Menge 
M abzahlbar unendlich ist, und ihrB Elemente, auf Grund der À qui- 
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valenzbezichung zu Z m , geordnet gedacht werien, konnen wir einB 
Tafel 
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konstruieren, wo die Zeichen 3, 1 andeuten, daB z.B. b in T a enthalten, 
b in T b nicht enthalten ist usw. Wenn wir dann in der ^Diagonale" 
für 0 die 1 und für 1 die 0 setzen, erhalten wir offenbar die Bestim- 
mung von U. 

Das Kontinuum \£ a kann nach dem Oantorschen Satze keiner 
abzahlbar unendlichen MengB àquivalent sein, es ist ja die Potenz- 
menge von Z a . DaB \£ a als unendliche Menge keiner endlichen Menge 
ii [j ui valent ist, haben wir schon früher erhàrtet. 

Der Ü an tors elle Satz zeigt dernzufolge die Existenz „trans- 
zendenter" Zahlen, d. h. sol cher Zabi en, die nicht algebraisch sind. 
Dazu ist noch der Nachweis notwendig, daB aucli die MengB der 
^algebraischen" Zahlen abzahlbar unendlich ist. Dem Plane dieser 
Darstellung entsprechend gehen wir a ber auf diespn allerdings sehr 
wichtigen, abpr doch speziellen Teil der Théorie des Zahlenkontinuums 
nicht weiter ein. 


Die SDflBiianntB „Antinümie dBr Mbfip aller DlnflB 14 . 

5. Wir bpzeichnen als -4-Eigenschaft eines Diriges die Eigenschaft, 
eben ,,ein Ding zu sein“. D. h. auf Grund dieser .4 -Eigenschaft 
ist jpdes Ding als ,,gegebpn“ zu betrachten. Als ^-Eigenschaft 
eines Dinges bezeichnen wir die Eigenschaft, eine (konsistente) 
a-Menge zu sein. Als -4 2 -Eigenschaft endlich die Eigenschaft eines 
Dinges, eine (konsistente) a-Menge zu sein, die ein und nur ein 
Elément enthalt; kürzer nach Hap. III, Art. 1: ,,das f-Bild Bines 
bestimmten Diriges zu sein“. 

Die Anschauung erhàrtet dann unmittelbar die Àquivalenz 
[A ] — [\4 2 ]. Die Beziehung, die irgendein Ding dem f-Bilde disses 
Dinges zuordnet, und uingekehrt, ist ohne weiteres ersichtlich. 
EbBnso sehen wir, daB je des Ding, das di b ^-Eigenschaft besitzt, 
d. h. ein und nur ein Elément enthaltende a-Menge ist, auch diB 
^-Eigenschaft besitzt, d. h. eben eine |konsistente) a-MBngB ist. 
Die Anschauung zeigt ferner, daB jedes Ding, das die ^-Eigen- 
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schaft besitzt, il. h. eine (konsistente) a-Menge ist, auch die -4-Eigen- 
schaft besitzt, d. h. ein Ding ist. 

Die Voraussetzungen, die dem Àquivalenzsatze |in seiner ersten 
Gestalt) zugrundp liegen, sind durchweg erfüllt. Wir erharten dem- 
nach nicht bloB die „Existenz“ einer Àquivalenzbeziehung 

wir konnen sie auch angeben. Ist x ir g en dem Ding, das die 
7^-Eigenschaft besitzt, d. h. kpine konsistente a-Menge ist, so bilde 
mon die Eeihe S x jf . Jedem Elemente einer SDlchen ^ f-Reihe, 
als einem die -4-Eigenschaft besitzendem Dinge, ordnen wir das 
f-Bild dieses Dinges zu, das wieder das zugehorige Ding, das un- 
mittelbar vorangehende Glied der Eeihe bestimmt. Jedes Ding, 
das nicht Glied einer S^f-Beihe ist, wd x keine a-Menge ist, sei sich 
selbst zugeordnet. 

Offenbar ergibt sich so eine umkehrbar eindeutige Zu- 
ordnung zwischen „allen Dingen“ und ,, allen (konsistBii* 
ten) a-Mengen 11 . 

Die Annahme, dafl je der wie immer geartete Kollektivbegriff 
eine Darstellung als konsistente a-Menge zuliifit, fühit dann zu einem 
Widerspruche, der offenbar auch „unloslich“ sein wird, da wir eben 
von verschiedenen Dingen behaupten, daB sie nicht ver- 
schieden sind. 

Die Annahme, daB es eine konsistente a-Menge gibt, die ,, jedes 11 
Ding als Elément enthalt, verletzt offenbar die Gruiidnorm miserea 
Denkens. Mit dieser Mengo wàre auch jede ihrer Teilmengen kon- 
sistent, so z. B. die a-Menge aller sich nicht enthaltenden a-Mengen, 
die eben nicht konsistent ist, keine logis elle Existenz besitzt. Die 
Anwendung des Cantorschen Satzes ergàbB nun aller dings, daB 
eine Aquivalenzbeziehung zwischen „jedem Dinge 11 und „jeder 
a-Menge“ unmoglich ist, wàhrend wir doch dieSB Àquivalenzbeziehung 
tatsàchlich hergestellt haben; os wird uns aber nach den genauen 
Begriffsbestimmungen, die uns jetzt zu Gebote stehen, wdIiI über- 
haupt nicht mehr einfallen, den Cantorschen Satz anzuwenden, 
wenn die Anweisung zur Bildung der Teilmenge U |in Art. 5) über- 
haupt nicht ausgeführt werden kann. Wenn man die gewohnlicliB 
Ausdrucksweise benutzt, ist das, wenn man will, eine „L6sung“ 
jBner Antinomie, die seit zwei Jahrzehnten so viel Unhoil angestiftet 
hat. Sie besteht eben darin, daB wir erkannt haben, daB nicht jeder 
Kollektivbegriff sich als a-Menge darstellen lâflt, und daB def Cantor- 
schB Satz eben nur für konsistentB a-Mengen und durchaus nicht 
für jeden Kollektivbegriff erhàrtet ist. 
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Die Geschichte der ,,Antinomien" wird trotz ihrer meteorartigen 
Hiirze für die Wissenschaft immer lehrreich bleiben; wenn nicht 
anders, so doch als Beispiel falschen Denkens (ungefàhr wie das 
Dividieren mit der Null). Allerdings wird das wichtigste solcher B ei- 
spiele, die Menge aller Ordnungszahlen, noch spàter |Kap. IX, Art. 4) 
zu betrachten sein. Es ist beinahe unglaublich, welche Yerwirrung 
diese SDg. Antinomien angerichtet haben. So wurde z. B. inehrfach 
behauptet, dafi, weil die ,, Menge aller Dinge“ auch mathematisch 
nicht definierbare Dbjekte pnthalt, ihre Paradoxie den Mathematiker 
,, nicht sonderlich zu beunruhigen braucht". Es hatte demnach die 
Tatsache, daB „notwendiges, unabweisbares Denken zu Wider- 
sprüchen führt", für den Mathematiker kein Intéressé! Um ein 
Hessenber gsches ScherzwDrt anzuwenden, ist diese ,,Losung" 
des Paradoxons ,,durch Festlegung im Druck für absehbare Zeit 
dem Schicksal entrissen, trotz ihrer Beliebtheit als mathematische 
Stammtischunterhaltung ein es Tages in Vergessenhpit zu geraten" 
und mufite eben deshalb auch hier prwahnt werden. 

DaB die Théorie der Hollektivbpgriffe mit der Théorie der 
Mengen nicht erschopft ist, versteht sich für uns jetzt wohl schon 
von splbst; die nachstliegende Erweiterung ist wohl die, daB nicht 
aile Elemente der ,, Menge" in der Menge in ,,gleicher" Weise ent- 
halten sein müssen. Dpr Ausgangspimkt solcher Betrachtungpn 
findet sich in der Yerschiedenheit der Bedeutung des Wortes „ent- 
haltpn", wenn wir von ,,sich en t h ait en den" und „ein bestimmtes 
Elément a enthaltenden“ Mengen sprechen |s. Kap. II, Art. 9). 

Die MàchtlgkBiten. 

7. Die Tatsache, daB X ~M, d. h. daB die Mengen X und M 
équivalent sind, kann auch als ^Eigenschaft" der Menge X auf- 
gefaflt werden. X besitzt die Eigenschaft ,,der Menge M équivalent 
zu sein". Wir nennen diese Eigenschaft ,, die Machtigkeit von M lt 
und sagen dementsprechend, daB X die Machtigkeit von M besitzt. 
Wenn X ~M, sind die Aussagen, daB eine Menge die Machtigkeit 
von X besitzt, und daB eine Menge die Machtigkeit von M besitzt, 
gleichbedeutend. Wir bezeichnen die Machtigkeit vDn X , M usw. 
mit X } M usw. und kënnen dann, in dem wir das Zeichen der |ver- 
allgemeinerten) arithmetischen Gleichheit einführen, statt X~ -M 
auch _ 

X=M 

Bchreiben. Dffenbar wird das Anschauungsgesetz, daB mit M — N 
und N ~ P auch M — P ist, sich jetzt folgendermaflen ausdrücken. 

KOnlg, Mengenlehre. 15 
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Mit M = N und N = P ist au c-h M = P. 

DaB bs si ch auch hier nicht eigentlich um Mengen im strengen 
Sinne des Wortes handelt, sondcrn um Denkbereiche [Cr], [ H ] usw., 
soll eben nur erwàhnt werden . 1 

Wenn eine ,,MàchtigkBit , ‘ als solchB angegeben werden soll, 
werden wir kleine gotiscliD Buchstaben anwenden, So daB z. B. 

a = h 

uns sagt, daB a und b Zeichen der Màchtigkeiten âquivalenter Mengen 
(Denkbereiche) sind. 

Als (verallgemeinerte arithmetische) Summe der M und N 
zukoimnenden Màchtigkeiten 

M +ÏÏ 

bczeiclinen wir die Machtigkeit der Yereinigungsmenge VDn M und N , 
insofern diese als elementenfremd angenommen werden. Man kann 
demzufolge die „ Grleichheit 11 

= M'+ÏÏ 

als Définition der Summe von Màchtigkeiten ansehen. Ebenso ist 
das (verallgemeinerte arithmetische) Produkt der M und N zu- 
ko mm end en Màchtigkeiten 

M x N 

die Machtigkeit der Verbindungsinenge VDn M und Y, insofern diese 
als elementenfremd angenommen werden. Diü Gleichheit 

W p ]m,Tv) =fixf 

definiert das Produkt von M und N . SelbstvBrstàndlich haben diese 
Aussagen au ch in ihrer gekürzten (symbolischen) Form nur dann 
einen ,,Sinn M , kônnen nur dann gebrauuht werden, wenn die Ver- 


1 Nach RussbII soll ,,die Machtigkeit vdü M li die MengB aller zu M ftqui- 
valenten Mengen sein. Insofern ja jeder Eigenschaftsbegriff als Desonderer Mengen- 
begriff aufgefaflt werden kann, isb gegen disse Beschreibung des Mttchtigkeits- 
begriffs in enter Reihe nur einzuwenden, daû diBSe abermalige Verwendung 
des Wortes „Menge" in anders als bishBr nuancier ber Bedeutung unser Denken 
ersehwerb. Daû X die Machtigkeit von M besitzt, ist Bine Anschauung, bei derBn 
Erzeugung nur X und M zur Verwendung kommen; die Russellsche Définition 
gibt also gewifi nicht die einfachste Anschauung, die dem MachtigkeitsbBgriff 
zugrunde liegt. Die Russellsche Machtigkeit und der gewohnliche Mftchtig- 

keitsbegriff sind in bezug aufeinander Funktionsbegriff b , diB sich gegenseitig 
bestimmen. Die Einführung des Russellschen MâchtigkBitsbBgriSg erklârt 
sich durch sein BestrBben, aile KollBktivbegriffB moglichst extensional aufzu- 
fassBn; womit jedoch éine gewisse EinsBitigkeit in der Beschmbung unseres 
Denkens unvBrmeidlich wird [siehB Kap. III, Art. 3 u. 5). 
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Binigungsmengen 33, bzw. 5B p oder wenigsten3 die entaprechenden 
DenkbBreÎDhe logischB Existenz besitzen. 

Allgemein werden wir dÎB Zeichen 

et +b , a x b 

für die Màchtigkeit der Vereinigungs- bzw. Verbindungsmenge zweier 
ala elementenfremd gedachter Mengen benutzen, wenn diesen Mengen 
die Màchtigkeiten a bzw. b zukommen. Die Anschauung lehrt (es 
ist unmittelbar évident), daB bei einer den Eestsetzungen ent- 
sprechenden vera chi e denen Ànmihme dieser Mengen die 
MàchtigkBit sich nicht àndert. 

Daraus ergeben sich für Màchtigkeiten die unmittelbar evidenten 
Anschauungsgpsetze ; 

a + b = b + a , 
a + |b + c) = (a + b) + c, 
a x b = b x a , 
a x |b x c) = |a x b) x c , 
a x |b + c) = |n x b) -f (a x c) . 

Die Zeichen =, +, X sind vindàufig ala verschieden von den 
in den Grundlagen der Arithmetik eingefiihrten anzunehmen. DaB 
aber jenB Zeichen auch dort sd interpretiert werden konnen, daB 
siii eben die jetzige Bedeutung erlangen, wird sich sehr bald ergeben. 

B. Wir kiinnen jedem Eléments einer MengB B ein und nur ein 
bestirnmtea Elément der Mengo A zuordnen, ohne aber zu fordern, 
daB dieae Zuordnung umkehrbar eindeutig sei; so daB also auchver- 
BchiedenBn Elementen von B dasselbe Elément von A zugeordnet 
sein kann. EinB solcliB Zuordnung iat selbat Gegenstand der An- 
schauung und kann demnach ala Ding aufgefaBt werden, das wir 
einB ^4-Belegung von B nennen. Dffenbar genügt es für diese 
Begriffabildung, statt von Mengen A und B von dur ch einB .4-Eigen- 
schaft und BinB B-EigBiischaft ,,gBgebenen Dingen 11 auszugehBn. 
Wir aprechBn dann von der MengB der ^4-Belegungen von B, insofem 
dieSB MengB konsiatent iat. SoIUb diea nicht der Fall sein, so ist 
statt dBr MengB wieder der Eigenschaftsbegriff „eine ^-Belegung 
von B SBin" zu setzen.' Wir wollen dieso Menge mit A B , bzw. den 
Eigenschaftsbegriff mit [A B ] bezeichnen; sind endlich a und b diB 
Màchtigkeiten von A und B, so aoll diB Màchtigkeit von A B 
mit a 1 bezeichnet werden. 


15 * 
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A B heiflt ,,die .4-B elegungsm enge von B' 1 , und ihr der 
Potenzbezeichnung nachgebildetes Machtigkeitssymbol genügt den 
fDrmalen Regeln der Kechnung mit Potenzen. 

Die Gleichheiten 

a 6 x a c = a 6+c , |I) 

|u X b) c = a c x b c , |II) 

(a (III) 

sind abgekürzte (symbolische) Schreibweisen für unmittelbar évidente 
Tatsacli en. 

Sind A, B, C irgendwelche Mengen, deren Màchtigkeitpn durch 
a, b, C bczeichnet werden, so ist a b+c die Mâchtigkeit der ^4-Be- 
legungsmenge der Ver pin i gongs mengen VDn B und C , insofem diese 
als elementenfremd gedacht werden. Die .4 -Belegung en von ^,(5,(7) 
bestimmen aber in umkehrbar eindeutiger Weise eine ^4-Belegung 
von B und eine ^4 -Belegung von C; also au ch ein und nur ein 
Elément von (A B , A c ). Es ist demnach 

V^WTA*) = = 2^îôre) ; 

ein Ansuhauungsgesetz, das genau den Inhalt von |I) ausdrückt. 
Ebenso ist durch 

ï*n3rsjp b °) 

der évidente Anschauungsinhalt von (II) ausgedrückt. Eine A- 
Belegung von C und eine B-Belegung von C bestimmen eben in 
umkehrbar eindeutiger Weise eine Belegung vdii C mit Elément en 
der Verbindungsmenge von A und B. 

Ebenso ergibt 

\A B f = 

den evidenten Anschauungsinhalt von (III). Jedo Belegung von C 
mit Elementen der Belegungsmenge A B bestimmt in umkehrbar 
eindeutiger Weise eine Belegung der Verbindungsmenge \B, C) 
mit Elementen von A. Wenn zu jedem Elemente von O das zu- 
gehorige Elément von A B , d. h. eine ^4-Belegung von B gegeben 
ist, so ist damit offenbar jedem Elemente der Verbindungsmenge 
%$ p \B,C) ein Elément von A zugeordnet, d.h. eine -4-Belegung von 
C) gegeben, aus der sich auch umgekehrt wieder die zu C ge- 
horige ^4-Belegung von B, d. h. das entsprechende Elément von 
\A B ) Ü ergibt. 

Es sei (indem wir die Benutzung der Numeratoren als Màchtig- 
keitssymbole für endliche Mengen (siehB Art. Il)) für den Augen- 
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blick schon als eingeführt annehmen) „2" üb Machtigkeit jener 
Menge A y deren Eléments die Schriftsymbole D und 1 und nur dieae 
sind. Es sei femer M irgendeine konsis tente Menge; dann konnen 
wir zwischen den Teilmengen VDn M einerseits und den Elementen 
der Belegungsmengo A M andererseits unmittelbar eins Âquivalenz- 
beziehung festsetzen. Einer Teilmenge T vdii M aoll jene A-Be- 
legung von M entsprechen, in der jedem Eléments von M, daa Elé- 
ment von T iat, daa Elément 1 von A, jedem Elemente von M, daa 
nicht Elément von T ist, das Elément 0 von A zugeordnet ist. 
Die Beziehung iat Dffenbar umkehrbar eindeutig und ergibt 

%M = ÏÀ*) = 2< 


DI b VBrglBichung dBr MàuhtlgkB ilsn. 

9. Sind M und ^ irgendwelche (konsistente) Mengpn, zwischen 
denen eine Àquivalenzbeziehung stattfindet, so besitzpn M und N 
j^lciche 11 Machtigkeit, und wir drücken dies durch daa Symbol 

M = ÏV 


aua, dessen Anschauungsinhalt mit dem des Symbola 

M~N 

übereinstimmt. 

Ist M einer Teilmenge von N liquivalent, ohne dafl abpr M~N 
wàre, so nennen wir die Machtigkeit von M ,, kl einer" als die 
Machtigkeit von N, und schreiben dafür 

M<N, N > M , 

o der au ch 

M<N , N> M. 


Es kann aber auch vorkommen, dafl wir wohl wissen, dafl M 
einer eigentlichen Teilmenge von N àquivalent ist, aber nicht wissen, 
ob M — N ist, d. h. die Anschauung einer Àquivalenzbeziehung 
zwischen M und N einfach fehlt, so dafi weder ihr Vorhandensein, 
noch ihre Unmoglichkeit konstatiert ist. Wir schreiben dann 

M ^ I, 

M ^ N . 


Für spezielle Fàlle (z. B. endliche Mengen) konnen wir uns denken, 
dafl wir j.alle" ZuDrdnungen der Elemente von M zu den Elementen 
von N kennen, und für „jedB“ dieser Zuordnungen entscheiden, 
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ob dieso Zuordnung eine Âquivalenzbeziehung ergibt oder nicht; 
so daB, wenn M ^ N ist, entweder di b Anschauung M < N , oder 
aber die Anschauung M ~ N , und zwar eine und nur eine dieser 
Anschauungen auftritt. 

DaB aber für beliebige konsistente Mengen mit M é N immer 
eine und nur eine der Anschauungen M < N oder M ~ N sich er- 
gibt, ist eine durch diese Analogie (unvollstândigB Indukti on) durch- 
aus nicht erhârtete Behauptung. Ihre Evidenz ist Sache des Grlau- 
bens an die Zuverlàssigkeit unsercs Denkens, oder wenn wir wollen, 
ein Anschaumigspostulat, in anderer Auffassung pin synthetisches 
Urteil a priori. DaB aber mit der Ablehnung jenes Satzes eine 
Verletzung der Grundnorm unseres Denkens stattlinden müBte, 
wird sich kaum erweisen lassen. Die erkemitnistheoretische 
Stellung des Satzes ist ungefiihr die des ,,Auswahlprinzips“. Er 
besitzt ,,lDgische Existenz 1 ', seine Aufnahme in den die VerhàltnissB 
der Machtigkeiten besclireibenden Denkbereich wird keinpn Wider- 
spruch ergeben. Es scheint — wenigstens bisher — nicht notwendig, 
auf die Erhàrtung dieser Tatsache nàher einzugehen. 

Jedenfalls aber wird es der Genauigkeit wegen angezeigt sein, 
zwischen den Aussagen ,,a ^ b“ und ,,u < b oder a = b 1 ' 1 zu unter- 
s ch pi den. 

Für endliclie Mengen sieht man unmittelbar, daB immer einer 
und nur einer der Fàlle 

a < b, a = b , a > b (d. h. b < a) 

eintritt; ob bei nichtendlichen Mengen dieselbe „TrichotDmiB“ — 
wenigstens unter gewissen beschrànkenden Bedingungen — statt- 
findet, bleibt hier no ch fraglich. Wenn für zwei Mengen eine und 
nur eine jener Relationen stattfinden muB, nennen wir die Mengen 
,,verglei chbar". DaB sich die gegebenen Relationen jedenfalls 
ausschlieflen, ist unmittelbar klar. Es konnte eben nur noch vDr- 
kommen, daB keine von ihnen zulassig ist. 

Der Inhalt des Âquivalenzsatzes laBt sich nach diesen Fest- 
setzungen in folgendem Satze aussprechen: 

Ist a ^ b und b ^ a, so mu fl auch a = b sein. 


1 DaB a < b und a = b sich gegensBitig ausschlieflen, ist unmittelbar klar. 
Man bemerkB noch, daB |b ei dBr hier gegebBnen prazisen Fassung für die Be- 
deutung vdu a ^ 6) mit a < b immer auch û ^ b ist. 

Dagegen ist a ^ b nicht immer Bin Teilerlebnis von a = b. Dem ist so v 
wenn a und b unendliche MBngBn sind. Dann ist eben mit A ~ B immer auch 
A einer eigentlichen TeilmBnge von B aquivalent. Für Bndliche Mengen ist aber, 
wenn a = b ist, niemals a < b, also auch nicht a ^ b. 
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Es sagt ja a ^ b, daB A einer von B verschiedenen Teilmenge 
v du B avivaient ist; ohne eben auszuschlieBen, daB A~B ist. 

1D. Die Mâchtigkeit einer endlichen Menge wird ala endliche 
Mâchtigkeit bezeicbnet, oder auch als endliche Kar din alzahl. 
Dementsprechend künnen wir auch die Mâchtigkeit einer nichtend- 
lichen Menge tranafinitB Kardinalzahl nennen; jedoch hat 
Cantor selbst, trotz dieses gelegentlichen Vürschlags, für diesen Fall 
die Bezeichnung als Mâchtigkeit meist beibehalten und den Namen 
der transfiniten Zahl auf die jspâter zu betrachtenden) transfiniten 
Ordnungszahlen beschrânkt. Es entspricht dits auch besser unserem 
mathematischen Sprachgefülile, demgemâB wir für jede Schopfung 
unseres Geistps, die als Zahl bezeichnet werden sdII, verlangpn, daB 
das „Anhângen eines Elementes" (ungefâhr die „ Operation" + 1) 
die Zahl andcrt, wâhrcnd für nichtendliche Màchtigkeiten doch 
a 1 = a ist. Dagpgen ist es schon langer in Glebrauch, logis ch- 
mathematische Gcbilde auch dann „ZahlEii" zu nennen, wenn für 
diese z. B. das kommutative Gesetz nicht gilt. 

Da jede endliche Menge einer geschlossenen Numeratoren- 
menge Z k âquivalent ist, kann die Mâchtigkeit einer endlichen Menge 
durch einen bestimmten Numerator k charakterisiert werden. Wir 
haben schon früher |Kap. VII, Art. 1D) k in diesem Sinne die Anzalil 
der Eléments einer mit Z k àquivalenten Menge genannt und konnen 
entsprechend jetzt ,,fc" geradezu als Zeichen für die Mâchtigkeit 
einer solchen Menge benutzen. 

Auf dieser Grundlage ergibt si ch eine neuB Interprétation 
des in Kap. VII, Art. 3 beschriebenen axiomatischen Eormen- 
bereichg. 

Es wird dort ^qual.^" als die Aussage interpretiert werden, 
daB x die Eigenschaft besitzt, Zeichen einer endlichen Mâchtigkeit 
zu sein. Ebenso werden wir den Zeichen X, + und — jetzt die 
auf Màchtigkeiten bezüglicliB Bedeutung unterlegen, so daB z. B. 

k ~1-1 = f k 

uns jetzt sagt, daB die Vereinigungsmenge der Mengen M und N , 
die den Numerator enmengen Z k bzw. Z 1 âquivalent sind, mit der 
Menge Z^ k âquivalent ist. 

Es wird schlieBlich statt des Zeichens + das Zeichen < zn 
setzen sein, um den a. a. D. beschriebenen Bereich geradezu als 
jenen Bereich schildern zu konnen, der uns die Théorie der end- 
lichen Kar din alzahl en als exakten Wahrheitsbereich liefert. 
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HalkÜl mit MâchtigkeitBn. 

11. Der Kalkül mit Màchtigkpiten beruht auf lier Anwendung 
gewisspr Anschauungsgesetze, die sich mphr oder weniger unmittel- 
bar aus der Vergleichung der Màchtigkeiten ergeben. 

Die einfachsten s Didier Anschauungsgpsetze, der en Evidenz 
keiner weiteren Auseinandprsptzung bedarf, sind (in einem Satze 
zusammengef aflt) : 

Mit a = m un d b = n ist au ch: 

û + b = m + n, 
n x b = m x n, 
a 6 = m", 

die eben nur aussagen, dafi die Màchtigkeit vun (^4 , B) , [A, B), 

und A B , wo A und B als element enfremd gedacht sind, der Définition 
nach mit der Màchtigkeit von A und B bestimmt ist. 

Ebenso „sehpn u wir unmittelbar, daB wenn 

a < b , b < c , oder a < b , b ^ c, oder a ^ b , b < c 
ist, immer auch 

a < c 

ist. 

Um dies z. B. für den zweiten Bail auszuführen, wissen wir 
jetzt, daB A einer Teilmenge von B avivaient ist, ohne dafl aber 
A ~B ist; wir wissen ferner, daB B einer Tpilrnenge von C avi- 
vaient ist. Es ist demnach auch A einer Teilmenge von V àquivalent; 
wahrend A — C ,,unmoglich ist“. Es würde ja A ~ C auch A *— B 
besagen, was aber dur ch a < b ausgeschlossen ist. Âhnlioh in den 
an der en Fàllen. 

Bezeichnen jetzt die Numeratoren ( k, l usw.) endliche Màchtig- 
keiten, und die Màchtigkeit einer abzàhlbar unendlichen Menge, 
sd ergibt die Anschauung (in früher schon erorterten Tatsachen, 
Kap. VII, Art. 13): 

k + , 

+ « p = «o 

und auch 

k X » 0 = . 

Bezeichnet man namlich die Elemente einer Menge A\ deren 
Màchtigkeit bt D ist, mit a is wd i jeder Numerator sein kann, sd kann 
man diB Elemente der Verbindungsmenge von Z k und A mit a { j 
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bezeichnen; wd j « k f ist. Z k und A siml als elementenfremd voraus- 
zusetzen, und man sieht eben, daB %$ p \Z k ,A) die Vereinigungs- 
rnengB einer endlichen Menge abzahlbar unendlicher Mengen, also 
abzàhlbar unendlich ist, was eben in k X ausgedrückt ist. 

Die Elemente der Yerbindungsmenge zweicr abzahlbar un- 
endlicher Mengen konnen mit a.j bezeichnet werden, wo i und j 
jeden Numerator bedeuten. Sie sind demnach auch die Elemente 
der VereinigungsmengB einer abzahlbar unendlich en Mengc abzahlbar 
unendlicher Mengen; d. h. es ist 

K 0 XK 0 = V 

Der CantDrsche Satz wird in dieser neuen Ausdrucksweise 
lauten : 

Ist a. die Màchtigkeit einer konsistenten Menge A, 
s o bat man i miner 

a < 2 a , 

womit ja nach den bisherigen Entwicklungen geradezu gesagfc ist, 
daB eine Àquivalenzbeziehung zwischen ,, allen" Elementen von A 
und „ ail en" Teilmengen vdh A unmoglich ist, wàhrend eine Àqui- 
valenzbeziehung zwischen allen Elementen von A und gewissen 
Teilmengen von A unmittelbar hergestellt werden kann. 

Ist M eine jkunsis tente) Menge von der Màchtigkeit m, und 
jedes Elément von M einB jkonsistente) Menge, die einer Menge A 
von der Màchtigkeit a àquivalent ist, so bestimmt jedes Elément 
der Verbindungsmenge von M eine .d-Belegung von M, und um- 
gekehrt, so daB 

ÏÏ^M=2*=Z* 

ist. Damit ist die Màchtigkeit einer Belegungsmenge mit der Màchtig- 
keit einer Verbindungsmenge in einer Gleicliheit verbunden, und_ 
es ist z. B. 

erwiesen. 

Im Màchtigkeitskalkül machen wir weiter von folgenden An- 
schauungsgesetzen sehr hàufig Gebrauch. 

Ist a < 6 oder a ^ b, so wird auch 

a + m ^ b + m , 
a x m ^ 6 x m, 
a m ^ h m , 
m a ^ m 6 . 
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Es sind dies Eelationen, die durchweg unmittelbar évidente Tat- 
sachen beschreiben. 

Eine sehr einfache Anwendung der bisher angeführten Gesetze 
ergibt die folgenden fun dam entai en Eigenschaften des Kontinuums. 
Die Màchtigkeit der mit bezeichneten Menge (des abstrakten 
Kontinuums) bezeichnen wir mit c, die selbstverstandlich auch 
der Menge der reellen Zahlen zukümmt |Hap. VII, Art. 11 und 15). 
Es ist aber geradezu die Potenzmenge VDn Z , und dèmnach |Art. 9 
dies es Kapitels) 

: = 2 X ». 

Hieraus ergibt sich 

c fc _ 2 ^ x N„ _ 2 n d — c . 

Diese Tatsache wird gcwôhnlich sd ausgesprochen, daB dus lineare 
und das /c-diinensi unale Kuntinuum gleiche Màchtigkeit 
b esitzen. 1 

Es ist aber auch 

c *.= ( 2 *.)». = 2 *., 

d. h. das Kuntinuum mit abzahlbar unendlich vielen Di- 
mensiunen hat die Màchtigkeit des linearen Kontinuums. 

Die in Art. 3 disses Kapitels erhàrtete Àquivalenz zwischen 
den Mengen der dyadischen und Deziinalbrüche wird in folgendem 
Satze verallgemeinert. Es ist |für 1 </c): 

=2*0. 

Man hat nâmlicli 

2 *. = ( 2 “.)«. 

und wegen /c< 2 X “ auch 

]J< a ^ 2 k » ; 

im Falle, wo 2</c ist, ist aber 2 N “^/c N »; also in der Tat 

Und ahnlich wegen N 0 <2 Nb auch K B ï<D ^2 ît ®; andererseits aber 
wegen 2<K„ ferner 2 Nï ^K 0 ït “ und damit endlich, indem man wieder 
den Àquivalenzsatz anwendet: 

2 x » = a 0 N ». 

1 AJa £-dimensionalBS Kuntinuum bezeichnen wir die Menge der G r -Be- 
legungen von Z k , ala Kontinuum mit abz&hlbar unendlich vielBn Dimenaionan 
die Menge der E r -BelegungBn von Z. 
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Die wohlgBDrdriBtBn MBngBn. 

12. Der Begriff der geor dneten Mange wurde schon in Kap.III, 
Art. B eingeführt. Wir haben dann weiter in Kap. VII, Art. 12 fest- 
gesetzt, daB eine geordnete Menge WDhlgeordnut genannt werde, 
wenn je de ihrer Teilmengen, mit Ausnahme der Nullmenge (also 
auch die Menge selbst) auf Grun [liage der den Elementen der ge- 
or dneten MengB zugeschriebenen Drdnungsrelationen ein „erstes 11 
Elément besitzb. Dabei mag no ch flaran erinnert werden, daB für 
geordnete Mengen, wenn a und b irgendwelche verschiedene Elemente 
der Menge sind, von den Ürdnungsrplationen a < b und b < a eino 
und immer nur einB gilt, und daB der Denkbereich der geordneten 
Menge die Eigenschaft 

[x < y ] inv. Q [| y < z) inv. [x < z)] 

besitzt. 

Uni die Cantorsche TheoriB der wuhlge or dneten Mengen in ihrer 
monumentalen Einfaehlieit vollig einwandfrei darzustellen, wird es 
jedoch notwendig sein, den Begriff der ^Wohlordnung" 1 selbst einer- 
seits prüziser, andrerseits allgemeiner zu fassen und uns dadurch vdi- 
jenem Ephlschlusse zu bewahren, der als , .Antinomie der Menge aller 
Ordnungszahlen" die ganze Théorie einer nicht unberechtigten Skepsis 
auslieferte. 2 

Die wohl nicht schwierigen, aber doch ganz ungewohnten Be- 
trachtungen, die uns zu einer neuen Fassung des Begriffs der Wûhl- 
ordnung |und auch dpr Drdnung) zwingen, mijgen zuerst an einem 
ganz einfachen Beispiele dargelegt werden, das aber doch geeignet 
ist, diese Begriffsbildung zu erliiutern und die entsprecbenden all- 
gemeinen Festsetzungen vorzubereiten. 


1 Ich habe ala Nicht-DeutschBr kaum daa Recht, dos von den deutschen 
Mathematikem durchweg gebrauchte Wort ,, Wohl Drdnung" ala etyraologisches 
Monatrum abzulehnen. Ware ea aber nicht angezoigt, dafür den auch inter- 
national brauchbaren Auadruck „Eutaxis“ zu aetzen ? 

2 Die von Cantor aelbat gegebenBn apeziellen Entwicklungen aind für diese 
pr&zisere und allgemeinere Fassung dea Begriffa der wohlgeordnBten MengB 
wbrtlich gültig. Es gentigt aber durchaus nicht, sich darauf zu berufBn, dafi in 
gewisaen Betrachtungen die ,, Menge aller DrdnungszahlBn" explicite nicht vor- 
kommt. Wenn der Begriff der wohlgeordneten Menge wu und wann immer tat- 
aüchlich zu Wideraprüchen führen sollte, ao wârB eben dieser Widerspruch in dem 
Begriffe selbst enthalten; und es ,,kbnnte" dann eben jede Ansehauung, die an 
einem Widerspruch ergebenden Denkbereiche errungen wird, wieder Widersprüche 
ergBben, WBnn dieser Widerspruch auch noch nicht aufgBdeckt wurdB. „Evident“ 
kdnnBn nur aolche Ansehauung en sein, diB an widerspruchaloBen Denkbereichen 
erworbBn werden. 
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Es sei K eine Menge, deren Elemente die Schriftsymbole a, b, c 
und nur diese |als primàre Erlebnisse, Gesichtseindrücke) sind. Die 
Menge K sei in D [K) durch die Drdnungsrelationen a h b, a H c, 
b < c geordnet. Es ist dann 

arel .K, b rel. If , crel. If, 
a < b, a < c, b < c 

ein Forment erei ch, der den die Menge If definierenden Denkbereich 
VDllstandig charakterisiert. Die Menge If ist durch die gegebenen 
Drdnungsrelationen offenbar niclit iiur geordnet, sondern auch wohl- 
geordnet. 

Yon der Menge If konnen wir durch einen sehr einfachen Denk- 
prozefi, den man als „Anhangen eines neuen Elementes d " 
bezeichnet, zu einer anderen Menge L übergehen. Wir setzen nàin- 
lich fest, dafl die neue Menge L auBer a, b, c noch das von diesen ver- 
schiedene Elément d enthalten soll, und dafl für disses Elément Drd- 
nungsrelationen bestehen sollen, denen zufolge a, b und c ,,vor d" 
stehen sollen. Die Menge L ist jedenfalls von If verschieden; dem- 
geiniifl benutzen wir für diese auch ein neues Z ci ch en und beschreiben 
dann den diese Menge definierenden Denkbereich durch den Formen- 
berei ch: 

arel. L, b rel. L, crel .L, drel.L, 
a<b, a < c, b < c, 
a < d, b < d, c < d 

und konstatieren unmittelbar, dafl diese so geordnete Menge auch 
wohlgeordnet ist. 

Es hat si ch aber in diesen Übergang von If zu L ein 
Denkfehler, eine Verletzung der Grundnorm unsres Denkens |sog. 
quatemio terminorum) eingeschlichen. Die Ordnungsrelation, die 
für die Drdnung von If gebraucht wurde, ist in dieser Drdnung 
VDllstandig definiert; das Zeichen < , wenn es einmal in If gebraucht 
wurde, ist in 

a < b, a < c, b < c 

seiner Bedeutung nach vollstàndig erschijpft. Wir haben durchaus 
nicht das Recht, jetzt a < d zu setzen, oder mit anderen Worten, 
wir haben, indem wir auch a < d, b < d, c< d setzen, die Bedeu- 
tung des Zeichens « geandert. Allerdings ist es für die so 
definierte Menge L unmittelbar ersichtlich, dafl sie (als Castors che 
Menge) auch konsistent ist, und es scheint demnach, dafl diese Ànde- 
rung des Zeichens der Drdnungsrelation, wenn wir innerhalb des 
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Denkbereicjis bleiben, lier die Menge L defini ert, da wir ja dann 
eben nur die neue Drdnungsrelation benutzen, auch Dhne Schaden 
wegbleiben kann. Das ist in der Tat der Fall, wenn die neue so her- 
gestellte Menge, in der nur ein Drdnungszeichen verwendet wird, 
konsistent ist. Wir werden aber vielleicht auch Fàlle zu betrachten 
haben, wo dem nicht sd ist, und das zu speziell definierte ,,Anhàngen 
eines Elementes" Widersprüche erzeugen kann, indem es eben zu 
nicht-konsistenten Mengen führt. 

Wir wollen des h al b disses ,,Anhangen eines Elementes 1 ' genauer 
bpschreiben. Die neue Menge L soll das neue Elément d enthalten; 
die Elemente a , b, c sollen der in der Menge K (und durch diese) 
definierten Drdnungsrelation < geniigen; es sei weiter aber auch 

a | < |' d , b | < |' d , c \ <\' d , 

wo jetzt | H |' eine neue Ordnungsrelation bedeutet. Die so gegebeno 
(durch die neue Drdnungsrelation eben vdii L verschiedene) Menge 1/ 
kann nun konsistent sein, wenn es auch L nicht gewesen wâre. Bei 
unsprein Beispiele, wo die Konsistenz unniittelbar ersichtlich ist, 
scheint das allerdings eitel Haarspalterei zu sein; aber ein „Denk- 
fehler“ liegt doch vor, wenn wir die Bedeutung der Drdnungsrelation 
andern und die alte und neue Bedeutung einfach als nicht verschieden 
setzen. Mag er auch bei dem betrachteten Beispiele, soweit wir die 
an diesem erworbenen Anschauimgen verfolgen, keinen Widerspruch 
ergeben, so kann doch eben dieser Denkfehler, wenn wir das An- 
hiingen eines Elementes bei einer beliebigen konsistenten wûhlge- 
ordneten Menge ausführen, zu weiteren Anschauungen führen, die 
als 'die Druiidnorm unsres Denkens verletzend abgplehnt werden 
müssen. Es wird sich sehr bald zeigen, daO dieser Fall bei gewissen 
Mengen tatsâchlich eintritt. Jcner Denkfehler wird jedenfalls prin- 
zipiell zu vermeiden sein, und dies geschieht, wenn wir das ,,An- 
hàngen eines neuen Elementes" auf Drund einer neuen Drdnungs- 
relation ausführen. Dabei wird die Menge L' in bezug auf dio prin- 
zipiellen Eigenschaften der Wohlordnung mit L übereinstimmen; 
aber diese Betrachtungen führen uns dazu, den Begriff der wohl- 
geordnBten Menge eben praziser und allgem einer zu 
fassen, s o d afi das ,, An h an g en eines neuen Elément es" 
an eine konsistente wohlge Dr dn et e Menge immer wieder 
zu einer konsistenten wohlgeor dneten MengB führt; und 
ein Widerspruch nur .dann eintritt, wenn wir verschiedene Drdnungs- 
relationen als nicht-yerschieden betrachten, d. h. einen ,,Irrtum be- 
gehen". 

Der prinzipielle Inhalt dieser Betrachtungen mag noch so gefafit 
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werden, daB die Ordnungsrelation, diB gewisSB gegebenB Dinge ver- 
knüpft, ihre Bedeutung àndert, wenn neue Dinge in die ,,Drdnung“ 
autgenommen werden, und daB demgemàB bei der formalisierten 
Darstellung jener Verknüpfung entsprechend neue Zeichen zur An- 
wendung gelangen miissen. Es wird notwendig sein, in die pràzise 
und allgemeine Fassung des Begriffs der wohlgBDrdneten Menge au ch 
jene Fàlle aufzunehmen, wo verschiedene Drdnungsrelationen ncben- 
einander auftreten. 1 

13. Wir gehen nun dazu über, die Synthèse des Be- 
griffs der gBordneten und insbesondere der wohlge- 
ordneten MengB in allgBmeiner und zugleich pràziser 
Weise auszuführen. 

Es sei M irgend eine konsistente Menge, x, y irgendwelche ver- 
schiedenen Elemente von M. Wir nennen dann 

x l < \.y 

eine Drdnungsrelation in M, wenn von den beiien Relatiûnen 

x \<\.y, y M. x 

eine und nur eine in den Bereich der geordneten Menge 0|M) gehiirt. 
Solcher Ordnungsrelation en kann es verschiedene geben, die wir durch 
an dem Zeichen | < | angebrachte Indizes unterscheidcn. Dffenbar 
haben wir es im Sinne von Hap. IY, Art. 12 mit Formen zu tun, 
deren Hauptname „a- Ordnungsrelation 1 ‘ und deren Teilnamen ,,den 
ersten Teil x enthaltend" und ,,den zweiten Teil y enthaltend" sind. 
Für jede Relation, diB wir Drdnungsrelation nennen wollen, soll aber 
noch der Denkbereich 0 \M) die Eigenschaft 

[■ x I < L y] inv. Q [|y | < \ f z ) inv. (* 1 < | r z)] 

besitzen. D.h. wenn ,,x vor y “ und „y vor z tl steht, soll auch „x 
VDr z" stehen; genau so, wie es diB gewohnte Anschauung, die wir 
Ordnung nennen, verlangt; nur daB in dem ungBnauen satzlichen 
Ausdruck die Bedeutung des Wortes .,,vor“ bei dem wiederholten 
Gebrauche des Wortes nicht mehr genau dieselbe ist, wie das in der 
Involution eben pràzis gefaBt ist. Man sieht aber auch unmittelbar, 

1 In der Forderung, an jede wuhlgBurdnete MsngB Bin Elément anhangen 
zu kbnnen, stecken schon die sp&ter genauBr zu erortBrnden „AntinDiniBn“. Einer- 
seits konnen wir nicht zugestehen, daB das ,,unmoglich'‘ ist; andererseita kommen 
wir doch zu einBin Widerapruuh. Jene Tatsache ist évident, die entaprechende 
Anschauung enthalt eben nichts von der NichtVBrschiBdenheit dBr ^prachiedenen 
UrcLnungsrelationen, mit dBr Brst Bin WidBrspruch in widerBpruchslose Anachau- 
ungen hineinkonatruiert wird. Man b sa chie hiarzu die Ausführungen in Hap. III, 
Art. B. 
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dafl bci der ,,Ordnung“ genannten naiven Anschauung daa gar nicht 
verlangt wird und disse Identitàt der OrdnungsrelatiDnen nur auf 
Grrund einzelner gar zu einfacher F aile mittels einer sehr unvoll- 
stândigen Induktion als allgemein ers chaut behauptet wird. 

Dis Menge M ist nun in O (M) mittels der so beschaffenen Drd- 
nungsrelationen geordnet; sie ist endlich wohlgeor dnet, wenn 
jede ihrer Teilmengen (mit Ausschlufl der Nullmenge) ein ,,erstes“ 
Elément besitzt, d. h. wenn auf Grand der gegebenen Ordnungs- 
relatiDnen zu jeder Teilmenge T ein in dieser Teilmenge enthaltenes 
Elément p von folgender Beschaffenheit angegebcn werden kann. 
Ist x ein von p verschiedenes Elément VDn T, so besteht in 0\M) 
ein b Ordnungsrelation 

p\ < 

wo das Zeichen | 4 \ fi irgend einD der benutzten Drdnungsrelationen 
andeutet, und jene Relation nur forilert, daB p ,,vor x “ steho, aber 
die genaue Bedeutung des ,,vor" in verschiedenen Fàllen verschieden 
sein kann. 

Diese begrifflichen Festsetzungen sind alleriinga den gewohn- 
lichen Darstellungen der Mengenlehre gegenüber sehr ungewDhnt; 
trotzdem ist es évident, daB die Annahme durchweg nicht verschie- 
dener Ordnungsrelation en nichts anderes als ein Denkfehler ist, 
der, auf einem ungenauen sprachlichen Ausdruck fuBend, eine 
gar nicht vorhandene Anschauung zur unabweisbaren Tatsache 
stempelt. 

Die jetzt gegebenen Festsetzungen konnen und sollen 
aber au ch dann gelten, wenn dis Forderung, daB M 
eine konsistentB Menge soi, fallBn gelassen wird. 

In diesem allgemeinen Falle haben wir es nur mit einer (7-Eigen- 
schaft zu tun, d.h. mit einer Unterscheiàung, nach der , , j e il ea 1 1 
Ding „gegeben" oder ,, nicht gegeben" ist, und zwar so, dafl eben 
für jede3 Ding einer und nur einer dieser Falle eintritt. DiB Beschrei- 
bung des Denkbereichs, der die Menge M dBfinieren soll, ist auch 
jetzt ein vollig bestimmtes Erlebnis, aber die Ausführung der sd ge- 
gebenen Anweisung ist unmoglich, inSDfern die so beschriebene 
„MBnge“ eben nicht ,,moglich und widerspruchslos“, kürzer aus- 
gedrückt: nicht konsistent ist. Wenn wir, dem Sprachgebrauche 
folgend, auch jetzt von der (inkonsistenten) MengB M sprechen, 
so wird dies bei einiger Vorsicht zu keinerlei Inkonvenienzen 
führen. Wir müssen es nur sorgfaltig vermeiden, dieses M als 
JDing zu betrachten uni Anschauungen al3 Bvident zu erklaren, die 
an diesem sich selb3t widersprBchBnden Denkgebilde erworben 
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werden. Es ist eben évident, dafi dann Widersprüche eintreten 
künnen. 

Wenn alSD von hier ab von Mengen dÎB Eede ist, ûhnB daB ihre 
Konsistenz besonders gefordert bzw. konstatiert wird, müssen wir 
sorgfâltig darauf achtpn, dafl die Aussagen si ch immer nur auf Dinge 
beziehen, welche die G-Eigenschaft besitzen, und nicht auf den ob- 
jektivierten Kollektivbegriff aller die G-Eigenschaft besitzenden 
Dirige, der eventuell mit jener Mengenrelation unmoglich ist, viel- 
leicht auch mit gar keiner Mengenrelation gebildet werden kann 1 ; 
die Objektivierung solcher Kollektivbegriffe liegt eben auBerhalb des 
Bereichs der „Mengenlehre ,, . 

14. In diesem Sinne werden diB Grundziige der Cantorschen 
Théorie wohlgeordneter Mengen 2 sich folgendermaBen gestalten: 

Die wohlgeor dneten Mengen M und M' heiBen durch 
eine zwischen den Elementen |d. h. jetzt zwischen den 
die G- bzw. G'-Eigens chaft besitzenden Dingen) be- 
steliende Àquivalenzbeziehung alinlich abgebildet, wenn 
mit der Or dnungsrelati on x\ <\ a y f die zwischen zwBi bc- 
liebigen Elementen von M besteht, die zwischen den 
x und y entspr echenden Elementen x und y' vun M’ be- 
stehende Dr dnungsrelation: x'\ < \ ff y' |und nicht y’\<\ Y x') 
ist. Eina solche Àquivalenzbeziehung werden wir als Àhnlich- 
k eitsbeziehung bezeichnen. 

Wir sagen in diesem Ealle, daB die entspr e ch en den Drd- 
nungsr elati on en „ gl ei chgeri cht et “ sind, d. h. in den ent- 
sprechenden Dr dnungsrelati on en sind die entsprechenden ElementB 
zugleich „erste" oder ,,zweite“ Teile. In diesem Falle werden wir 
die àquivalenten Mengen M und M ' kurz „àhnlich“ nennen, indem 
wir die Âquivalenzbeziehung, auf die sich die Aussage bezieht, als 
ein f ür allemal gegeben nicht besonders erwahnen. In diesem Sinne 
schreiben wir kurz 

Damit ergibt sich das Anschauungsgesetz : Mit M=iM' und 
M' — M" ist auch Man sieht auch unmittelbar, daB 

jede wohlge or dn et b MengB zu sich selbst ahnlich ist. 

Yon fundamentaler Bedeutung sind gewisse TeilmengBn der 
wohlgeordneten Mengen, die wir den zu einem bestimmten Ele- 

1 Sd z. B. für die MengB aller Dingo, wenn eben jBdB Monge al s Dinj 
gBfaflt wird. 

2 Math. Annalen Bd. 49, S. 207 — 24 S. 
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mentB m von M gehorigen Abschnitt und Beat nennen und 
demgemâfi mit A \m) bzw. R [m) bBZBichnen (indem wir die Angabe 
der Menge M , wenn dieae ein für allemal gegeben iat, zur Abkürzung 
weglaaaen). 

Der zu m gehürige Aba chnitt A [m) enthalt aile Ele- 
mentB x von M, für d i b eins Dr dnungar dation von der 
Geatalt x\ < \ a m besteht, und nur diese. 

Der zu m gehorige Beat R \m) enthalte daa Elément 
m, sowie üHb Elemente y von M, für die eine Drdnunga- 
relation von übt Restait m\ < \ fl y besteht, und nur die3e 
Elément e. 

Die Teilmengen A(m) und R\m) aind demnach komplementar, 
d.h. jedea Elément von M iat Elément von A \m) oder R[m), wo 
sich aber dieae beiden moglichen Falle ausschliefien. Dur ch die für 
M gegebenen Ürdnungsrelationen aind A \m) und R [ni), wie über- 
haupt jede Teilmenge von M, geordnet une! zwar wohlgeordnet. 1 

Auf Grund der Bildung dea Abaclmittabegriffa aind wir schon 
imstande, jenea Anschauungsgesetz zu statuieren, das eine uiiinittel- 
bai’B Yerallgemeinerung der vollstàndigen Induktion enthalt, und auf 
dem diB grundlegende logis ch-mathematische Bedeutung der wohl- 
geordneten Menge beruht. Eaiatdiesdas Gesetz der aog. trans- 
finiten vollstàndigen Induktiün: 

Es aüi eine G-Eigens chaf t „gegeben M ; es besitze das 
erato Elément von M die G-Eigens chaft ; mit allen Ele- 
raenten von A [m) beaitze auch m diB ft-Eigena chaf t. 
Dann beaitzt jades Elément von M die G-Eigena chaf t. 

Diejenigen Elément b von M, denen die Cr-Eigenschaft nicht 
zukommt, geben eine Teilmenge von M, die wegen der Wohlordnung 

1 Jede wohlgeordnete Mange M beaitzt Bin ,,erstes“ Elément p; die Teil- 
mBlige M l von M , die jedea Elément von M mit Ausnahme dea ersten enth&lt, 
ein Brstea Elément, daa wir „zweitea Elément von M “ nennen, und mit p t be- 
zeichnen. DffBnbar iat, wenn wir A\p) Bine Bedeutung geben wpllen, diesea die 
Null-Teilmenge von M x und A\p x ) eine Menge, die Bin und nur ein Elément, daa 
erste Elément von M enth&lt. Um eben — wie diea im Texte geschieht — sagen 
zu kbnnen, iaB jBder Abschnitt von M eine WDhlgBordnete Menge iat, wolîen 
wir die Mengen, die gar kein Elément enthalten, die Nullmengen, und jene MengBn, 
die ein und nur ein Elément enthalten, nia uneigentliche wohlgBor dnete 
Mengen bezeichnen. 

Eine Nullmenge, ala wohlgeordnBte Menge, beaitzt Dffenbar überhaupt 
keinen Abschnitt. 

Auch diejenige Me ng e, die nur zwei Elemente enthËtlt, a und 6, für die eine 
Ordnungsrelation a | < | 6 testgelegt iat, iat noch, genau genommen, nur im un- 
eigBntliuhen ISimiB des Wortes wohlgBDrdnet. 

EbBnao wird, wenn M Bin jjletztBS 11 Elément u enthàlt, R\u) Bine Menge 
aein, diB nur ein Elément enth&lt. Dann iat eben R[u) eine uneigentliche wohl- 
geordnete Menge. 

K ttnlg, McDBenlahre. ^ 
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von M ein erstes Elément a besitzt. Dann besitzt je des Elément 
von A\a) die Cr-Eigenschaft und damit auch a. Es wàrB a, das die 
Gr-Eigenschaft besitzt und auch nicht besitzt, von sich selbst ver- 
schieden. Das ist im formalen und dogmatischen Sinne des Wortes 
unmijglich. (Der Grlaube an die Zuverlàssigkeit unseres Denkens 
zwingt uns, das Vorkommen eines solchen Elementes abzulehnen.) 
D. h. jedes Elément von M besitzt die (7-Eigenschaft. 1 

Die Betraclitung der wohlgeordneten Mengen ergibt noch das 
folgende fundamentale Anschauungsgesetz. 

Eine Àhnlichkeitsbeziehung zwischen einer wohl- 
geordneten Menge und irgend einem ihrer Abschnitte 
ist unmrjglich. |Ist m ein Elément der wohlgeordneten 
MengB M, so sind M und A \m) niemals ahnlich.) 

Für Nullmengen ist schun die Bildung eines Abschnitts unmog- 
lich; für Mengen, die nur ein Elément enthalten, ist die NullmBnge 
der einzige Abschnitt. Wir konnen uns also auf solche wohlgeord- 
nete Mengen beschrànken, die, wenn m irgend ein Elément von M 
ist, auch ein von m vers chie den es Elément enthalten. 

Waren nun M und irgend ein Abschnitt von M ahnlich! Su 
würden diejenigeu Eléments von M, für die der zugehorige Ab- 
schnitt diese Eigensuhaft besitzt, eine von der NullmengB ver- 
schiedene Teilmenge von M ergebBn; dieSB Teilmenge besitzt ein 
erstBS Elément n, so daB A |n)^M, wahrend für jedes Elément n', 
das der Drdnungsrelation n'\<\ a n eiitspricht, A |n') und M nicht 
ahnlich sein konnen. Es gibt Elemente n'; wie daraus ersichtlich 
ist, dafl n gewiB nicht das erste Elément von M ist. In diesem 
Ealle wàre ja A \n) eine NuDnungB und zwischen A |n) und der 


1 Für den logischen Inhalt diBSea Satzea und der wôiter folgenden ist noch 
dies zu bemerhen, Die Së-tzB: ,,JedBS Elément von M besitzt die G7-Eigenschaft“ 
und „Es ist unmoglicb, daB ein Elément von M di s tf-Eigenschaft nicht besitzt 11 
Sagan eigBntlioh ^rschiedeneH aUB. Im eraten Falle ist von dBr unmittelbaren 
Anachauung die Rede, daB irgendein Elément von M diB G-Eigenschaft besitzt. 
Im zweiten FaÜB wird behaupbet, daB die Anachauung, ein Elément von M be- 
sitze die G'-Eigenschaft nicht, das Teilerlebnis enthalt, nu ch dem jenea Elément 
die j'-Eigenschaft besitzt. Erst dann, WBnn wir dem Worte „unmiigliDh“ seine 
dogmatischB Bedeutung beilegen, d. h. unsem Grlauben, daB eine solche Ansuhau- 
ung tataàchli ch niemals vorkommen wird, in dBn Denkbereich als Erlebnis auf- 
nehmen, werdBn die beiden Behauptungen nicht VBrBchieden sBin. In jedBn 
Denkbereich, dBr ein „WissBn“ darsteîlt, ist dieser Glaube aufgenommBn, und dem- 
entsprechend benutzt unser logischeB DenkBn jenB beiden Behauptungen als un ter- 
sohiedslos; obwohl — wenn auch nicht in dem Inhalte, so dooh in dBr Herleitung 
jsner Behauptungen — ein Unterschied i miner Zu Brkennep ist. In dem einBn 
Falle ist Bben Bine direkte Anschauung vorhanden, w&hrend diese im zwBiten 
FaÜB durch eine deduotio ad absurdum ersetzt wird, die vom StaAdpunktB der 

ErkBnntnis théorie aus gewiB BinB andere Bedeutung hat. |Erlebnis des Denk- 
bereicbs und Erlebnis am Denkbereich.) 
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eigentlichBii wohlgeordneten Menge kann nicht einmal eiiie Àqui- 
valenzbeziehung, geschweige denn eine Ahnlichkeitsbeziehung statt- 
f in d Bn . 

Ware nun Mr^. A ( n ), so müfite dem Elemente n von M |wie 
überhaupt jedem Eléments von M) sin Elément n' VDn A | n) Bnt- 
sprechen; d.h. es ware auf Grund der Wohlordnung von M, n'\ < \ a n. 
Damit ist aber eine Ahnlichkeitsbeziehung von A \n) und A{n') 
gegeben. Wegen M^.A\n) werden irgendwelche Elemente x, y 
von A (n) als Elemente von M betrachtet, Elemente x\ y ' von A {n 1 ) 
prgeben, da wegen x \ < \ fi n auch x'\ < \ y n' iat. Ebenao wird aus der 
Drdnungsrelation zwisehen x und y einB gleichgerichtete Drdnungs- 
relation zwisehen x ' und y'. Man hat demnach nicht nur M ~ A [n)> 
SDndern auch A |n) ^ A \n') und damit endlich M^.A\n'). Es 
wâre dann aber nicht n das erate Elément in M von der Beschaffen- 
heit, dafi was unaeren Voraussetzungen nach unmoglich 

ist. Es ware damit n von sich selbst versehieden. D. h. diB Anschau- 
ung einer Ahnlichkeitsbeziehung zwisehen einer wohlgBordnBten 
MBnge und irgend einem ihrer Abschnitte ergàbe ein unmôglichea 
Teilerlebnis und ist damit selbst als unmoglich erwiesen. 

15. Die ursprünglichB Beschreibung der Abschnitte bzw. Beats 
einer wohlgeordneten Menge M zeigt unmittelbar: 

Jeder Abschnitt eines Abschnitts der wohlgeord- 
neten Menge M ist wieder Abschnitt von M. Jeder Beat 
einBS Beates der wohlge or dn et en Menge M ist wieder 
Best von M. 

Ebenso einfach ergibt sich: 

Wenn x und y verachiedene Elemente von M sind, 
ist eine Ahnlichkeitsbeziehung A |ac) ^ A [y) unmoglich. 

Es iat in dem betrachteten Falle A |x) ein Abschnitt von A \y), 
üder A[y) ein Abschnitt von A (a;) ; und in beiden Eallen ein Ab- 
schnitt einer wohlgeordneten Menge dieser selbst ahnlich, was eben 
schon als unmoglich erkannt wurde. 

Sind M und M' àhnliche w Dhlgeor dnete MengBn, 
z und x ' bei. der zugrundB gelegben À qui valenzb ezi ehung 
einander BntsprechendB Elemente von M bzw. M\ ao 
sind auch die Abschnitte A(x) von M und A |x') von M ' 
iihnli oh. 

Es ergibt sich A[x) ^A\x') unmittelbar bei der angenommBiien 
Aquivalenzbeziehung zwisehen M und M\ die ja auch diB Bichtung 
der Ordnungsrelationen für aile Elemente von M bzw. M', und dem- 
is* 
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nach auch für die Elemente von A (x) bzw. A \x') erhalt. Es gilt 
endlioh auch die Umkehrung des letzten Satzes: 

Sind M uni M ' ahnliche wohlgeordnete Mengen, A\x) ein Ab- 
schnitt von M, A ( y ') ein Abschnitt vDn M' und endlich A\x)^± A [y'), 
so ist y ' das bei der benützten Àquivalenzbeziehung dem x ent- 
sprechende Elément von M'. Nennen wir dieses x ' ; wàre x' von y' 
verschieden, so hatten wir doch A (x) ^ A \x') und A \x) A [y') ; 
damit auch A |x') A \ y'). Verschiedene Abschnitte derselben Mengc 
konnen abpr nicht ahnlich sein; oler mit anderen Worten, es ist un- 
moglich, daB y f von x' verschieden sei. 

Nach diesen Yorbereitungen gelangen wir endlich zu dem Haupt- 
satze der Théorie der wohlge or dn eten Mengen, dpr die 
allgemeine Théorie der ,,Ordnungszahlen“ begründet. 

Es seien M und N irgendwelche wohlgeordnete MBn- 
gen. Dann tri 1 1 immer einer und nur einer der folgunden 
Fàlle ein: 

1. M und ein Abschnitt von N sind ahnliche wûhl- 
geordnete Mengen. 

2. N und ein Abschnitt von M sind ahnliche wohl- 
ge or dne te Mengen. 

3. M und N sind ahnliche wohlgeordnetB Mengen. 

Wir wollen zwischen gewissen Elément en von M und N 

eine umkehrbar eindeutige Beziehung festsetzen. Es sollen das Elément 
x von M und das Elément y von N einander entsprechen, wenn die 
Abschnitte A (x) von M und A [y) von N (auf Grund der für M 
bzw. N festgesetzten Wohlorinung) ahnlich sind. Die Beziehung ist 
offenbar umkehrbar eindeutig. Würde dem x in dieser Weise y 1 
und y 2 in N entsprechen, so müBten die verschiedenen Abschnitte 
A | y x ) und A [y 2 ) von N ahnlich sein, und das ist unmDglich. Ebenso- 
wenig konnen einem Elemente y von N verschiedene Elemente x x 
und x 2 von M entsprechen. DaB dièse Festsetzung einander umkehr- 
bar eindeutig entsprechenie Elemente von M und N ergibt, ist un- 
mittelbar klar. So werden z. B. diB ,,ersten“, die ,,zweiten“ Elemente 
von M und N einander entsprechen. Wir sehen auch, daB, wenn 
x x und x a , y x und y 2 in dieser Weise einander entsprechende Elemente 
von Ai und N sind, der Drdnungsrelation 

x i\ < L*. 

die .jgleichgerichtete" Drdnungsrelation 

Vi I < I f’/i 

entspricht. Da namlich der Abschnitt A |x 2 ) von M dem Àb- 
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schnittB A(y 2 ) von N àhnlich iat, ao mufi dem Elemente x 1 von 
M, das „vor" x z ateht, ein Elément VDn N entsprechen, das „VDr“ 
y 2 steht. Ea ateht demnach y x „vor“ y 2 . 

Fraglich bleibt aber, ob die sd zwischen Elementen von M und N 
statuiertB umkehrbar eindeutige Beziehung aile Elemente von M 
bzw. N umfaBt. Iat dies sowohl für M wie für N der Fall, ao sind 
M und N offenbar àhnlich. |Fall 3.) 

Dafl jene Beziehung zwischen den Elementen von M und N 
weder aile Elément b von M noch aile Elemente von N umfaBt, er- 
weist sich leicht ala unmüglich. Die in dieser Beziehung nicht auf- 
tretenden Elemente von M bzw. N beatimmen dann Teilmengen 
dieser Mengen, die von der Nullmenge verschieden sind. Sei m das 
erste solctiB Elément von M, n das erste solche Elément von N. Dann 
sind aber offenbar die Abschnitte A \m) VDn M und A (n) von N 
ein ail lier àhnlich und m , n einander entsprechende EleniE'nte; ao 
dafl in jener Beziehmig m und n doch auftreben. Die jetzfc be- 
trachtetB Annahme iat damit als unmüglich erkannt. 

Ist weiter jenB Beziehung zwischen den Elementen von M und N 
s o beschaffen, dafi sie aile Elemente von M, nicht aber aile Elemento 
von N umfaBt, so gibt es in N eben ein erstes Elément n , das in jener 
Beziehung nicht auftritt. Dann ist der zu n gehorige Abschnitt 
von N der Menge M àhnlich. (Fall 1). 

Endlich konnen in jener Beziehung wohl aile Elemente von N, 
aber nicht aile Elemente von M auftreten. Sei dann m das erste 
Elément von M, das nicht zur Verwendung gelangt. Dann ist eben 
N einem Abschnitte von M àhnlich. (Fall 2). 

Damit ist eben au ch eine von den aufgezàhlten Fàllen verschiedene 
Anachauung als unmoglich erkannt. 

IB. Ist M eine wohlgeordnete Menge, so iat jeder Abschnitt von 
M, z. B. A |æ), wenn x ein Elément von M bezcichnet, eine TeilmengB 
von M, die mit M selbat auch wohlgeordnet iat. Wir haben erkannt, 
daB dieser Abschnitt und M aelbst niemals àhnlich sein konnen. 
Für endliche Mengen ist offenbar dasselbe für jede Teilmenge der 
Fall; für [li es 0 Teilmenge ist ja scliDn die Âquivalenz, um so mehr 
die Àhnlichkeit mit M auageschlossen. Dagegen sehen wir, daB für un- 
endliche MBngen die Ahnlichkeit Biner Teilmenge von M mit M aelbst 
durchaua nicht auageschlossBn ist; sd ist für Z m diesB wohlgeordnete 
Menge dem ReatB ihres ersten Elementes (ja sogar dem Reste irgend 
einea ihrer Eléments) nicht nur à [privaient, SDndem auch àhnlich. 

Um ao wichtiger ist es, daB wir auch hier das folgBndB allgemeine 
AnachauungsgBSBtz erhàrten konnen. 
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Eine Ahnlichkeitsbeziehung zwischen der wDhlge- 
ordneten Menge M und irgend einem Abschnitts irgencl 
einer Teilmenge von M ist unm iigli ch. 

Offenbar ist aber jeder Abschnitt einer Teilmenge von M aucli 
Teilmenge eines Absclmitt es von M, SDwie auch umgekehrt je de 
Teilmenge eines Abschnitts VDn M Abschnitt einer Teilmenge von 
M. Wir konnen denmach die zu erlangende Anschauung auch in 
folgendem Satze ausdrücken: 

Eine Ahnlichkeitsbeziehung zwischen der wohlge- 
ordneten Menge M und irgend einer TeilmengB irgBnd 
eines Abschnitts von M ist unmoglich. 

Unter den Elementen von M, die einen solchen Abschnitt von 
M bestimmen, gibt es ein erstes; wir bezeichnen es mit x v den zu- 
gehorigen Abschnitt wie bisher mit A\x^), die Teilmenge von A[x i), 
uni die es sich handelt, mit TA\xj) und betraehten die supponierte 
Ahnlichkeitsbeziehung 

TA\ Xl )^LM. 

Das hierbei dem Elemente x l vun M zugeordnBte Elément von 
TA jæj) sei x'\ für dieses ist, wie für jedes Elément von TA\x^) t 
gewifi 

*1 < L X 1 ■ 

Betrachtet man weiter die Elemente von TA\x x ) als Elemente 
von M, so sind die zugeordneten Elemente in TA 1^), wiB aus der 
Erhaltung der Richtung der Ordnungsrelationen unmittelbar er- 
sichtlich, durchweg solche, die „vor“ x' stehen; d. h. es besteht eine 
Ahnlichkeitsbeziehung zwischen einer Teilmenge des Abschnitts A \x‘) 
und TA (xJ. Demnach ist für diese Teilmenge, die mit T' A \x') 
bezeichnet werden müge, 

T'A\x')^ TA\ Xl ). 

Wegen TA\x 1 )^M aber auch 

T'Alx')^M . 

Es hâtte auch A la:') üb für A[Xj) supponierte Eigenschaft, und 
es wàre nicht x 1 das erstB unter jenen Elementen von M, 
sondern x'. Mit anderen Worten, x 1 ware von sich selbst VBr- 
schieden. Die Annahme jener Ahnlichkeitsbeziehung ist demnach 
in der Tat unmoglich. 

Hieraus ersieht man noch: 

Ist M eine wohlgeor dnete Menge und T irgendeinBi 
ihrer Teilmengen, so ist T übt Menge M odBr einBm ihrer 
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Abschnitte ahnlich. Der Fall, daB M und ein Abschnitt von T 
ahnlich sind, ist ja nach der eben abgeachlDBSBnen Betrachtung un- 
mijglich. 

Man bemerkt noch ohne weiteres, daB von den Erlebnissen 
„m | < | n n“ und „A\m) ist Abschnitt von A\n) li jedea ein Teilerlebnis 
des anderen ist, d. h. mit dein einen auch das andere évident |un- 
abweisbare Tatsache) ist. 

Mit der wohlgeordneten Menge M konnen wir auch noch die 
MengB aller Abschnitte von M zum Gregenstande unsprer Be- 
trachtung machcn. Dffenbar ist diese der Wohlordnung fàhig, 
indem wir festsetzen, daB 

A \m) | < \ y A | n) oder A [n) \ A \ y A ( m ) 
sei, je naclidem 

m\ < \ a n Dder n j < \ a m 
ist. 

Man sieht auch sofort, daB die so wohlgeordnete Menge 
aller Abschnitte von M und M selbst ahnlich sind. 



N euntes KapitBl. 

Drdnungszahlen, Drdinatoren und WDhlordnungssatz. 

ElnfDhrung der DrdnungszahlBn. 

1. Mit dor Théorie der WDhlgeordneten Mengen haben wir An- 
schauungen erworben, die in den einfachsten Fâllen geradezu die- 
selben sind, die in dem Denkprozesse des „Zàhlens" auftreten. 
Eine erste Beschreibung jener Anschauungen, die zusammengesetzt 
den DenkprozeB des „unbes chrânkten , transfinit en Ziihlens 1 ' 
ermoglichen, geschieht durch die Einfiihrung des Begriffs der Drd- 
nungszahlen. 1 Wie die natürlichen Zahlen, sind auch die |trans- 
finiten) Ordnungszahlen freie Schijpfungen unseres Geistes, mit 
anderen Worten, Dinge, die wir durch exakte jwiderspruchslose) 
Wahrheitsbereiche definieren, d. h. mit der Anschauung dieser Be- 
reiche erzeugen. Wir verdanken Dantors genialer Schijpfung 
die Eroberung neuer Gebiete, in den en unser logis ch-mathematisches 
Denken si ch in ungeahnter Weise betatigt. 

Dabei wird allerdings der Umstand, daB die Drdnungszahl als 
„Ding“ genau definiert werden muB, und daB andererseits eine 
„reine Drdmmgsrelation" für uns ebensowenig denkbar ist, wie 
eine ,,reinB Copula ,f (von der sie ja kaum verschieden ist), es not- 
wendig erscheinen lassen, diese Théorie der Ordnungszahlen praziser 
zu fassen, als dies früher geschehen ist. Dainit ist ünsere nachste 
Aufgabe gegeben. 

Aus dem Denkbereiche A , der eine geordnete Menge definiert, 
konstruieren wir einen neuen Denkbereich A' durch folgende Fest- 
setzung. Die Erlebnisse des Denkbereichs A, nach ienen ein Ding 
zu M in der Mengenrelation steht, uni weiter die Erlebnisse, nach 
denen zwischen irgendwelchen Dingen x, die Elemente von M 
sind, die in A statuierte Drdnungsrelation stattfindet, — und nur 
diese Erlebnisse — sollen dem Denkbereiche A' angehôren. In dem so 

1 Di0 BndgültigB und Bxakte Beschreibung dieser Anschauung erfoidert je- 
doch — wie wir sehen werden — noch die Sohopfung eines WBiteren Begriffs, 
dBB Ordina burenbegriff a, der uns weiterhin bBSchüftigBn wird. 
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gBgebenen Denkbereiche verbleiben neben der primàren Tatsache, daB 
üb DingB verschieden sind, nur diejenigen Eigenschaften der Dinge, 
die durch ihre Drdnungsrelationen gegeben sind. DiB Erlebnisse, 
die dem Denkbereiche angehoren, sind daher in Formen ausgedrückt, 
die durchweg nur DrdnungsrelationBn oder Mengenrelationen sind. 
Der Denkbereich A' definiert (erzeugt) demnach einB CantorsdiB 
Menge. FrüherBn allgemeinen Betrachtungen (Hap. VI, Art. 4) 
entsprechend, wissen wir, daB der Denlibereich mijglich und wider- 
spruchslos, die definierts Menge konsistent ist. Wir nennen die 
so definierte Menge den Dr dnungstypus von M, und bBzeidinen 
si b au ch mit M. 

Die Dr dïiungs typ on wohlgcor dneter Mengen WBrdBn 
Dr dnungszahlen genannt, die Dffenbar ihrer Beschreibung nach 
konsistente WDhlgeordncte Mengen sind. 

In Or dnungstyp en und Dr dnungszahlen k iinn en und 
wollen wir noch v Drauss etzen, daB rlie in ilinen be- 
nutzten Drdnungsrelationen nicht verschieden sind. Wir 
haben es mit Cantorschen Mengen zu tun, und diese bleibpn solche, 
aucli wenn wir statt verschii'dener Drdnungsrelationen immer nur 
eine setzen. DiB Tatsache, daB von den Relatmnen x H y und y H x 
mimer eine und nur eine dem DenkbBreiche angehort, bleibt un- 
geandert; ebenso die Richtung der Drdnungsrelation. Die der Wohl- 
ordnung entsprechenden Verhàltnisse von M werden jetzt in M 
am einfachsten dargestellt, indem eben von allen anderen Tatsachen, 
die in M zur Darstellung gelangen, ,,abstrahiert" wird. 

Dabei ist aber ein sehr n ah elieg en d er Irrtum |Fehl- 
schlufl) sorgfaltig zu VBrmeiden. 

Für jedo auch nicht konsistente wohlgeordnete Menge M er- 
halten wir in der so konstruierten (zugeordneten) Cantorschen 
Menge ein „Bild" jener Wohlordnung, das dur ch Abstraktmn ge- 
wonnen wurde, indem wir insbesundere die eventuell vers chie den en 
Drdnungsrelationen als ,,in gewisser Beziehung nicht verschieden" 
setzen, d.h. um den früher für solchü Verhàltnisse eingeführtBn Aus- 
druck zu benützen, al3 „isolog" annehmen. In der Tat wird die 
bd erzeugtB MengB — einB Cantorsche MengB — moglich und wider- 
spruclislos sein. Aber wir haben durchaus nicht das Redit, die so 
konstruiBrte Cantorsche MengB als vo Ils tan diges Bild der Wohl- 
Drdnung von M aufzuiassen, wenn wir von ihrer Erzeugung aus M 
absehen, d. h. den Denkbereich der Dantorschen MengB und nur 
diesen bBtrachten. 

Der wichtigstB Fall, wo beinahe unwillkürlich dieser Irrtum 
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eintritt, ist folgender. Die Tatsache, daB j e des (dur ch die Gr-Eigen- 
schaft) gegebene Ding Elément von M ist, ist durchaus kein Er- 
lebnis, das dem Denkbereiche angehërt, sondera eino Eigenschafb 
des Denkbereichs, d. h. ein Erlebnis, das der Anschauung an dem 
Denkbereiche als SDlchen entstammt. (Âhnlich, wie früher die Wider- 
spruchslosigkeit eines Denkbereichs,) Bei dem Übergange zur Dan- 
torschen Menge ist demnach ein seiches Erlebnis ganz entfallen, 
und es entsteht nur dann wieder, wenn wir die Àhnlichkeit der Can- 
torschen Menge mit M selbst wieder in den Denkbereich aufnehmen. 
Dann haben wir es aber durchaus nicht mehr mit dem Denkbereiche 
zu tun, der die Cantorsche Menge definiert. Unsere Anschauungen 
bewegen sich dann in einem Denkbereiche, der no ch viel kompli- 
zierter ist als derjenige, dpr M selbst definiert. Er enthàlt nicht 
nur die Erlebnisse von M, sondera auch an diesrn erworbene An- 
schauungen, ebenso die Erlebnisse des die Cantorsche Menge defi- 
ni pren den Denkbereichs, und endlich Anschauungen, die erst bei 
simultaner Betrachtung dieser beiden Denkbereiche entstehen. 

Wenn wir aile diese Erlebnisse als dem Denkbereiche der Dan- 
torschen Menge angehorend annehmen, mufi selbstverstandlich 
eine heillose Verwirrung eintreten, die als ,, Antinomie der Menge 
aller Drdnungszahlen“ zur Genüge bekannt ist. Allerdings kann 
und wird diese Verwirrung durch die jetzt gegebenen pràzisen Be- 
griffsbestimmungen beseitigt werden, denen auflerdem noch die 
Erkenntnis der eventuellen Verschiedenheit der zu betrachtenden 
Drdnungsrelationen anzufügen ist. 

2. Die Drdnungszahlen sollen weiterhin durch kleine griechische 
Buchstaben bezeichnet werden. 

Sind A, (jl irgendwelche Ordnungszahlen, so mufl nach dem 
Hauptsatze der Théorie der wohlgeordneten Mengen (Kap. VIII, 
Art. 15) für diese einer und immer nur einer der folgenden Fàlle 
eintreten : 

1. Es sind A und (jl àhnliche wohlgeordnetB Mengen. 

2. Es sind (jl und ein Abschnitt von A àhnliche wohlgeordnBte 
Mengen. 

9. Es sind A und ein Abschnitt von (jl àhnliche wohlgeprdnete 
Mengen. 

Der Inhalt dieser Aussagen soll fernerhin in folgenden Sàtzen 
ausgedrückt werden: 

la) A und (jl sind der Drdnung nach gleich. 

2 a ) (jl ist der Drdnung nach kl einer als A. 

3a) A ist der Drdnung nach kleiner als fi. 
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In symbolischer Schreibweise setzen wir für la) 

A =/*, 

wahrend 2a) und 3 a) zur Festsetzung von Dr dnun gsr elati on en 
|bzw. ihrer „Richtung“) benutzt werden. Im Falle 2a) setzen wir die 
Or dnun gar elati on 

f Dst ; wahrend im Falle 3 a) 

* i < \f i“ 

sein soll. Die Zeichen a, fi sollen’ nur and eut en, daB wir ea in | h | a 
und | -< wohl mit Dr dnun gsr elati du en zu tun haben, die aber bis 
auf ihre Richtung auch verschieden sein konnen. 

DaB disse Festsetzungen „ Dr dnun gsr elati onen“ im bekannten 
Sinne des Wortes ergeben, erkennen wir unmittelbar aus den für 
konsistente, wohlgeordnete Mengen früher gegebenen Satzen. 

TheoriB der DrdnungszahlBn. 

3. Die Tatsache, daB die Monge M konsistent und wohlgeordnet 
ist, aoll in der Folge auch ao ausgedrückt werden, daB der Menge M 
eine Drdnmigazahl zukummt, oder auch daB zu M eine Drdnungszahl 
gehërt. In anderer Ausdrucksweise, daB die zu M gehorende Drd- 
nungszahl// „existiert“. (DaB M existiert, würde nur die Exiatenz 
einea Drdnungstypus aussagen, wenn nicht zugleich behauptet wird, 
daB M wühlgeordnet ist). Die Elemente von //sind Dinge, denen 
nur die durch die Drdnungarelationen ausgedrückten Eigenschaften 
zukommen; also im allgemeinen verschieden von den Dingen, die als 
Elemente von M gegeben sind. Wohl aber iat der Erzeugung, der 
Définition von /z entsprechend, einB Àhnlichkeitsbeziehung zwischen 
M und fJL gegeben, d. h. einB Âtjuivalenzbeziehung, welche diB Drd- 
nung der Bntsprechenden Elemente nicht andert. Wenn a, b irgend- 
welche Elamente von M, a' und b' diB entsprechenden Elemente 
von // sind, so wird mit a | < | b auch a' \ < | b' sein. Aus a und b 
wird ja a' und V , indem gewiasB Erlebniase, diB a und b betreffen, 
aus der Beschreibung des Denkbereicha wegbleiben; es bleibt abBr 
a | « | b, aus dem dann eben a 1 1 < | V wird. DaB diB Beziehung 
dann auch umkehrbar eindeutig sein muB, ist évident. Ist a* von b ' 
verschieden, so tritt diese Yerschiedenheit eben in den Ûrdnungs- 
relationen auf, diB erhalten werden, und es sind auch o und b ver- 
schieden. Ist umgekehrt a von b verschieden, so gilt für diese eine 
und nur einB der Ordnungsrelationen a \ < \ b Dder b | < \ a. Es 
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tritt demnach in fi sine und nur einB der Drdnungsrplationen a' \ < \ b' 
□der b' | < | a' auf. Wàre nun a' von b' nicht verschieden, sd wâre 
z. B. mit a' | < \ b' auch b' \ < \ a' eine Ordnungsrelation in [i. Dis 
Menge M enthielte dann die Or dnungsr dation pn a \ < | b und b | < \a, 
was nach den Festsetzungen für Drdnungsrelationen eben nicht 
miiglich ist. Wir sehen hieraus: 

Wenn der Menge M sine Drdnungszahl p zukDmmt, 
sind M und //, àhnliche wohlgBDrdnete Mengen. 

Wir gehen nun zur Formulierung jenes Anschauungsgesetzes 
übpr, daa allpn unspren weiteren Betrachtungen liber Drdnungs- 
zablpn zugrunde lipgt: 

Wenn fi eine beliebige Ordnungszahl ist, so gehort 
[i als Drdnungszahl auch zur Menge aller Dr dnungszahlen, 
die kl Biner als // sind. Dabei ist als selbstverstiindlich VDraus- 
gesetzt, daB dip Drdnung di PS er Menge durchjene Drdnungsrplationen 
geschieht, die zwischen Or dnungszahlen ihrer Définition nach (Art. 2) 
gegeben sind. Ferner ist, um di»m Satze einen ganz priizisen Inhalt 
zu geben, noch daran zu erinnern, daB wir in der Beschrei- 
bung je der Ordnungszahl immer nur eine Drdnungs- 
relation benutzen. Dffenbar ist das nur pin genauer Ausdruck 
dafür, daB wir der Drdnung nach gleiclie Dr dnungszahlen- als über- 
haupt niclit verschieden betrachten wullen. Wàhrend die jetzt bc- 
schriebpne Festsetzung eben immer durcligefiihrt werden kann, 
wàre die Festsetzung in ihrer gewühnlichen Form, daB wir „in ge- 
wisser Beziehung nicht vers chie den e“ Dinge als ,,überhaupt nicht 
verschieden" betrachten wollpn, durchaus nicht einwandfrei. 

Die konsistente wohlgeordnete Menge, zu der fi als Drdnungs- 
zahl gehort, sei M. Dann sind M und fi àhnliche wohlgeordnete 
Mengen. Jeder Absclinitt von M definiert einen Abschnitt von /u, 
der offenbar selbst eine Drdnungszahl (i ist und es ist fi' |der Drd- 
nung nach) kleiner als fi. Ist umgekehrt fi ' (der Drdnung nach) 
kleiner als fi, so definiert aie einen Abschnitt von fi, und demnach 
einen Abschnitt von M. Die Dr dnungszahlen, die kleiner als fi sind, 
stehen dieser Betrachtung entsprechend in urrikehrbar eindeutiger 
Beziehung zu den Abschnitten von M, und die zwischen ihnen be- 
stehenden Ordnungsrelationen sind mit denen zwischen den Ab- 
schnitten von M gleichgerichtet. D. h.: die Menge aller Drdnungs- 
zablen, diü kleiner als p sind, und die Menge aller AbschnittB von 
M sind àhnlich; diese letztere Menge und M selbst Bjpenfalls; wd- 
mit das oben ausgesprochene GreSBtz gewonnen ist. 

Wir erweitem dieses Gresetz unmittelbar in folgendBr Form: 
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Wenn in Biner Menge von Dr dnungszahlen M jede 
derselben kleiner ala eine beatimmte Drdnungazahl v 
ist , s o k Dinmt dicser Monge a elbs t einB beatimmte Drd- 
nungszahl /x zu, die v odBr kleiner ala v ist. 

M ist offenbar eine ïeilmerge der Monge aller Dr dnungszahlen, 
die kleiner ala v aind, und damit wissen wir auch, daB ihr eine Drd- 
nungszahl zifkommt, dis |nach den Sàtzen in Kap. VIII, Art. 16) 
gleich oder kleiner ala v ist. 

Wenn wir weiter aus M j en e Menge von Dr dnungszahlen bilden, 
die jedes Elément von M enthalt, und weiter mit irgondeinem Ele- 
mente von M auch allô Drdnungazahl en enthalt, die kleiner ala 
dieses Elément aind, sd entsteht offenbar einB Menge M a , deren 
Eléments wieder dur ch we g Or dnungszahlen aind, die kleiner ala 
v aind. 

DiB M fl zukommende Drdnungszahl jj, a iat die kleinstB 
Drdnungazahl, die grôBer ist, ala aile Eléments von M; 
ea iat diea „diB auf aile ElementB von M unmittelbar 
folgende Or dnunga zahl“. 

Ist nàmlich a ein Elément von M, also auch von M a , so iat 
nach den biaher erhaltenen Anschauungen a die Drdnungszahl 
eines Abschnitta von M B , alao a |der Drdnung nach) kleiner ala fj, a . 

Ist umgekehrt a der Drdnung nach kleiner ala [j , a , so iat der 
Bedeutung gerniiB, die diesem Ausdrucke innew T ohnt, a diB Drd- 
nungszahl einer Mengp, die einein Abschnitte von M fl àhnlich iat, 
und damit auch die Drdnungszahl eines Abschnitta von M a , d. h. 
eben jenes Elément von M a , daa diesen Abschnitt beatimmt. 

Dies besagt aber, wie das eben in unserem SatzB auagesprochen 
wurde, daB jedes Elément von M kleiner ist ala fj, a , und zu jeder 
Drdnungazahl, dio kleiner ala fj, at ein Elément A von M exiatiert, 
so daB te = À oder u < À ist. 

Es braucht kaum bemerkt zu werden, daB M und M a auch zu- 
sammenf allen konnen. 

Endlich ergibt noch diB Anschauung folgenden Fundamentalsatz: 

JedB Menge von Dr dnungszahl en M iat, auf Grund der 
f ür Dr dnungszahlen f estgesetztBn Or dnungs bezi ehungen 
wohlgeor dnet. 

Es sei cl irgendeinB Drdnungszahl, diB Elément der Menge ist. 
Wenn die Menge M kein Elément enthalt, daa kleiner als a ist, so 
iat a kleiner als jedes andere Elément der Menge. Gribt es Elemente, 
die kleiner ala a sind, so ist diB Menge aller Drdnungszahlen, diB 
kleiner als a sind, jedenfalls wohlgeordnet. DieSB Menge und diB 
wohlgeordnete Menge, diB a definiert, sind ja ahnlich. DiB in M 
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enthaltenen Drdnungszahlen, die kleiner als a sind, bilden eine Teil- 
menge der Menge aller Drdnungszahlen, die klpiner als a aind. Sie 
bcsitzt ein ers tes Elément. 

DaB aber jede Menge von Drdnungszahlen ein erstes Elément 
besitzt, alsD auch j bcLb Teilmenge dieser Menge, sagt eben, daB jede 
solche Menge wohlgeordnçt ist. 

4. Die der Menge W aller Drdnungszahlen als einer konsistenten 
wohlgeordneten Menge zukommende Drdnungszahl | ist offenbar 
die grofits Ordnungszahl. Jede ürdnungszahl, die Elément 
von W ist, muB demnach kleiner als diese Drdnungszahl sein. Anderer- 
seits ist aber doch diese Drdnungszahl £ Elément von W , und dem- 
nach einem Abschnitte von W àhnlich. Es wâren endlich 
W und ein Abschnitt von W ahnliche Mengen, und das 
ist unmôglich. So hâtte uns die früher schon als konsistent er- 
kannte TF-Menge doch zu einem WiderspruohB gefiihrt. Dies ist 
die berühmte Antinomie d er W- Menge, die zuerst von Burali- 
Forti 1 aufgedcckt wurde, aber auch schon Dantor bekannt war. 2 
DaB auch hier keinB Antinomie, SDndem ein allerdings tiefliegendBr 
FehlschluB vorliegt, wird auf bruni der bisher vorgetragenen gB- 
nauen logischen Begriffsbildungen leicht zu zeigen sein. 3 


1 Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. 11, S. 154. 

* Siehe: Jourdain, Philosophical Magazine, 19D4, S. B7 und 7D. 

8 Wenn wir „die MBngB aller Ordnungszahl Bn“ W genau bBtrachten, s eh en 
wir, daB die Erlebmsse, die iem die Menge W defini erenden Denkber Biche \W\ an- 
gehoren, durchweg Mengen- und Drdnungsrelatiunen sind; so erkannten wir Bben W 
als Cantorsche MraigB. In diBsen ErlebnissBn und ebenso in jenen, die aus diesen 
„Axiomen“ des DBnkbereichs dur ch logisclie Deduktiun abgeleitet werden konnen, 
findet sich aber keine Spur der Tatsache, daB die MengB aile OrdnungBzahlen 
als Elemente enth'àlt. Erst WBnn wir lies en Denkber Bich selbst objektivieren, 
als Ding betrachten, dessen Eigenschaften in Binem h'ôheren Denkbereiche be- 
Bchrieben werdBn, kann diese Tatsache in Evidenz treten. In diesem Sinne ist 
die Eigenschaft der MengB, aile Drdnungszahlen zu enthalten, kBin Erlebnis, das 
dem Denkbereiche | WJ angBhbrt, sondBrn eine Anschauung, die an dem ..fertigen" 
DenkbereichB eventuell erlangt wird. Das wurde schon vorlBufig in Art. 1 kon- 
statiert. Ebenso ist die WiderspruchslosigkBit Bines Denkbereichs kein Erlebnis, 
das dem Denkbereiche angBhbrt, sondem Bine Anschauung, die wir an dem Denk- 
berei ch b a la solchen Brringen. Allerdings konnen wir diese Tatsache selbst mit 
andem für jene Anschauung notwBndigen zusammen axiomatisieren, gelangen 
aber dadurch zu einBm hbhereh DBnkbereiche J WJ', der von |W| WBsentlich ver- 
sohieden ist. DaB jede Drdnungszahl ein Elément von W ist, ist ein Erlebnis in 
|W)', nicht aber ein Erlebnis des ursprünglichen Denkbereichs |Wj, sondem eine 
an diesem Denkbereiche gBWunnene Anschauung. 

Die VerwBchslung der DenkbBreiDhB |W| und jWj', die Dffenbar nicht ge- 
stattet ist, führt zur sog. Antinomie der W-Menge. Es sdII sogleich nàher aus- 
einandergesetzt werden, wiB das ,,Anhângen Bines Elementes“ an' W als Erwei- 
terung des Denkbereiches |W| ausgBfiihrt wird, und nachtr&glich diesefl „An- 
httngen" als ErwBiterung des Denkbereiches |WJ / aufgefaBt wird. In dem Binon 
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DiB Beschreibung der Ordnungszahlen |ihre Erzeugung) ge- 
schipht mit Hilfe einer und nur einer in den betreffenden Denk- 
prozesaen auftretenden Drdnungsrelation. Die Anschauung lehrt 
sodann, daB wir zwischen diesen ürdnungszahlen selbst Drdnungs- 
relationen festsetzen konnen, denen entsprechend auch jede Menge 
von Ordnungszahlen wohlgeDrdnet iat. Bei der Beschreibung dieser 
Ordnungsrelationen werden aber jene Ordnungsrelationen, die die 
Drdnungazahlen selbst definieren, schon gegeben sein; und dieser 
Tatsache werden wir nur so gerecht, wenn wir die ias eine und 
andere Mal benutzten Ordnungsrelationen eben als verschiedene 
Verknüpfungen anerkennen. Damit ist durchaus nicht gesagt, daB, 
wenn wir diese verschiedenen Verknüpfungen als ,,in gewisser Be- 
ziehung nicht verschieden" setzen, mit anderen Worten, wenn wir 
von dieser Vers chie denheit abstrahieren wollen, ein Widerspruch 
entstehen mu B; wohl aber ist damit gezeigt, daB, wenn wir jene 
Abstraktion ausführen, ein Widerspruch entstehen kann. Die 
,, Antinomie der TV-Menge 11 zeigt aber, daB ein solcher Widerspruch 
tatsàchlich eintritt, wenn wir jene der ursprünglichen Anschauung 


Falle iat diesB Erweiterung ausführbar, in dem anderen unmoglich. DiB Ver- 
wechslung, ein a quatemio terminorum ergibt die Antinomie. 

Daa Bratemal Brweitem wir den Denkbereich \ W\ durch folgende FBstsBtzungen. 
Ea aei ein Ding m gBgeben durch die EigBnsohaft, daB, wenn x ein Elément 
von W iat, und nur dann 

x j < | m 

aei, und fBmer aei jetzt auch m ein ElBmBnt von W. Allerdings wird damit die 
Bedeutung von W geândert. Der erweiterte Denkbereich heiBe ]TF} m ; er defini art 
eine Cantorsche MBnge und ist demnach moglich und widerspruehslos. Daran 
ist auch durchaus nichta mBrkwürdigea; denn von der TatsachB, dafl W aÜB Drd- 
nungszahlBn enthS.lt, iat weder in \W\ noch in \W] m die Rade. Diese Tatsache 
iat nicht vorh and en, Solange unser Denken nur Erlebmsse umfaÛt, die diesen Denk- 
bereichen angehoren. Wenn ich nun aagB, daB durch diese Festsetzung m faktisch 
hinter aÜB Elemente von W gelangt, so iat daa ganz évident; aber ebBnso évident 
ist es, daB ich mich um die Tatsache, daB W aÜB ürdnungszahlen enthM.lt, absolut 
nicht gekümmert habe; pràzis ausgBdrückt, ich habe \Wj, aber durchaus 
nicht | W\ f zu | W) m erweitert, Das ist „mbglich“, genau in dem Sinne der hier 
BntwickBlten Betrachtungen. Die Erweiterung von \W J / durch Anh&ngBn des 
Elementes m abBr ist unmbglich; denn hier ist die Bestimmung, daB jede Drdnungs- 
zahl Elément von W ist, eben schon ,,Erlebnis des DenkberBichs“ geworden. 
Indem wir die beiden Denkprozesse verwechaeln, Bntstaht die ,, Antinomie 11 . 

Man kbnnte auch statt von einer Festaetzung voh einer Anweiaung spreohBn, 
naoh der ein neues Elément angeh&ngt WBrden sdII. DiB Anweiaung ist das einB 
Mal ausführbar, das andere Mal nicht. 

Ptinzipiell gefaBt: Ich kann den Denkbereich \W\ zu j W\ m und auch zu | W\ 
erweitem. Daraus Brgibt si ch aber durchaus nicht, daB auch aile Erlebnisse von 
[W\ m und \ W\' in einen mbglichen und widBrspruchslosen Denkbereich zusammBn- 
gefaBt werden konnen. Und das geschieht eben in dem SchlussB von 
vurali-Forti, dessen Inhalt auf Drund der bisherigen BBtraoh- 
tungen im Texte genau dargestellt werden kann. 



25 B IX. Ordnungszahlen, Ordinatorm uni WoMordnungssatx. 

nach verschiedenen Drdnungsrelationen als nicht verschieden zu- 
samnienfallen lassen. Wir sehen aber wohl jetzt ganz klar, daB 
dieses Nicht-verschiL'den-Setzpn in vbllig unbpruchtigter Wpïsb ge- 
scbieht, und selbst dann, wenn es zu keinem Widerspruch führen 
würde, den Denkbereich, dessen Eigenscliaftpn wir befcrachten, 
wesentlich îindert. 

Mit den konstatierten Tatsachen bat aber die ^Antinomie der 
W-MengB" offenbar zu existiemi aufgphort. Die Menge aller Dr rl - 
nungszahlen ist wolilgeorinet; es entspricht ihr aber keinp Ordnungs- 
zahl in dem Sinne, daB in dieser allé Ordnungsrelationen, die in 
ihrer Beschreibung auftreten, voneinander nicht verschieden sind. 
Solange dieser Punkt (die Moglichkeit verschiedener Ordnungs- 
relationen) nicht geklàrt war, muBte die Behauptung, tlaB der W~ 
Menge trotz ihrer Wohlordnung keine Drdnungszahl entspricht, 
als jeden Sinnes bar abgelehnt werden, wie dies insbesonrlere Hess en- 
fa erg 1 betont hat. Jetzt ist es ganz klar, daB dpr Begriff der Drd- 
nungszahl zur Beschreibung einer beliebigen Wohlordnung nicht 
ausreicht, sondern, genau so wie friiher der Begriff lier Mengen- 
relation, erst entsprechend erweitert werden muB 2 , uni dieser For- 
derung zu genügen. Dieses Gebilde ist unter den Ordnungszahlen 
nicht vorhamlen; es wird uns also aucli nicht mehr uinfallen, es 
unter den Ordnungszahlen zu suchen, oder gar als dort vorlianden 
zu setzen. Aus dieser einfach fais ch en Behauptung, d. h. einer Be- 
hauptung, die nicht nur keine vorhandene Anschauung ausdrückt, 
sondern geradezu eine unmôgliche Anschauung als vorlianden hin- 
stellt, ergibt sich endlich auch, daB diB W-Menge und einer ihrer 
Abschnitte àhnlich sind. 

Dis Drdlnaturen und dBr WohlordnungsBatz. 

(Fragment.) 

5. Es wird nuii uusere Aufgabe sein, jenB logis ch en Grebilde zu kou- 
struieren, die zur Beschreibung der Wohlordnung in jeiem Falle ausrBichen. 
Es sind dies wieder freie Schopfungen unsres Geistes, deren „Existenz“ 
in ihrer Widerspruchslosigkeit begründet ist. Dabei wird sioh auch hier 
der für dieses ganze Gebiet wissenschaftlichen Denkens àuflerst charak- 
teristisuhe Umstand ergeben, daB die Dinge uns die Anschauung ihrer 

1 A. a. □. § 9B. 

1 Man erinners sich vur allBm an die erste Tatsache, aus içr unsere ganze 
Théorie sich Binfach und fulgerichtig entwickelt. Aile sich nicht en th ait end bd 
a-Mengen kônnen nicht wiBder in oiner a-Menge, wohl aber in einer /Ü-Msnge zu 
einBm neuen KollektivbegriffB verainigt werden. 
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Verknüpfungen aufdràngen, aber auch umgekehrt dio Anschauung dar 
Verknüpfungen uns wiedar zur Erzeugung neuer DingB fiihrt. 

Wir kiinnen und wd11 en als priinare Ordnungsralationen diejenigen 
einführan, in denan festgesetzb ist, iaü alla Dinge, dia aine bestimmta 
(gagebena) G-Eigenschaft basitzan, .jVDr' 1 dam DingB m stahan, das dia 
G-Eigenschaft nicht basitzt. Dabai werden selbstverstàndlich Drdnungs- 
ralationen, die sich auf verschiadane G-Eigenschaften beziehan, odar auch 
sdIlIib, in denen wohl diasalba G-Eiganschaft, aber ein anderes m zur Ver- 
wandung gelangt, als ,,varschiedan“ anzusehen sein. 

Der nàchste Schritt ist (ganau so, wia bai der Konstruktion des Mangen- 
begriffs), dafi wir diese Anschauung zur Erzeugung aines neuen Dingbagriffs 
benützan, indam wir von dan ursprünglichen Eigcnschaftan des Dinges 
absehen, oder mit anderen Wortan, einen Dankbereich d a dur ch baschraiban, 
dafl alla Dinge, welche dia G-Eiganschaft besitzan, jin darsalban Weise) 
vor m stahan sollen, wd aban das Ding m durch die Erlebnissa diasas Dank- 
bareichs und nur diese dafiniait |arzaugt) ist. Dabai ist dam Sinne gamaB, 
den wir der Relation ,,vor“ beilagan, das so erzeugte Ding als von allen 
Dingen, welche dia G-Eigenschaft basitzen, verschiedan anzunahmen. 
Üffenbar liegt uns noeh dia Pflicht ob, den Dankbereich auf saine Môglich- 
keit und Widerspruchslusigkeit hin nahar zu prüfen; es würda dies in àhn- 
lichar Weisa wia bisher, aber in ziemlich langwiarigar Ausfiihrung schon 
hier gaschehen kiinnan; wir verschieban 1 das abar, wail wir diese Frage spàter 
für gewisse Denkbereiche, die ainfacher baschaffan, abar für unsera Zwacke 
ganügand sind, unmittelbar antscheidan konnan. 

Wir banutzen waitar die so baschriebane Erzeugung von Dingen in 
ganz spazi aller Weisa. 

Es sei 1), die ,,NuH“ irgend ein Ding, ein Erlabnis, der Gesichtseindruck 
Ü selbst Dder was sonst immer. Aus tliesem dafinieren, arzeugen wir — 
als fraie Schopfung unsras Geistes — ein Ding 1 durch dia Fastsetzung 

aus diesem wiedar, wenn U, 1 die aben definiertan Dinge sind, durch die 
Festsetzungen _ 

i Kl" * 

das Ding 2. Ebenso das Ding 3 durch die Festsetzungen 

ü|<i'"3, t i< n ô . *i<rs. 

wo wiedar D, 1, 2 die schon aingaführtan ,,Dinga“ sind. 2 

Dia so Brzeugten DingB 1, 2, 3 sollen ürdinatorBn genannt warden. 


1 I)ies konnte der Varfasser niohb mahr nachholen. — D. K. 

8 DiB Beniitzung von' 1, 2, 3 als neuer Dingzeiohen motiviert sich durch 
ihren offenbaren Zueammenhang mit den für Numeratoren Dder end lie h en Mâchtig- 
keiten schon bBnütztBn Zeichen 1, 2, 3. So gibt z^B. dia Einführung von 3 Binon 
Denkbereich, dareine Wohlordnung dBr mit Ô, 1, 2, 3 bezaichneten Dinge be- 
schreibt, und dar 3 BntsprechBndB Abschnitt diBSBr wohlgeordnBtan Mange ist 
EiJnln, MengBnlühre. 17 * 
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Ist nun eine beliebigB G-Eigenschaft gegeben, so sdII die Erzeugung 
einea Dingea, deaaen Définition darin beateht, dafl jedes Ding, daa die 
G-Eigenschaft besitzt, ,,VDr“ dieaem Dinge ateht, ala Anwendung des 
O-Proz esses auf die Menga aller Dinge, wbIdIiq die G-Eigenschaft besitzen, 
bezeichnet werden. Ea ist diea offenbar einB genauere Beachreibung des 
Denkproz esses, den wir früher als ,,Anhangen einea Elementes" bezeichnet 
haben. 

Wir haben offenbar durch Anwendung des o-Prozessea aus der Menge, 
die daa einzige Elément 0 enthalt, den Drdinator 1 „erzeugt“; ebenao aua 
der Menge, die 0 und 1, und nur dieae ala Elemente enthalt, den Drdinator 2. 
Ebenao für 3. 

Wir aetzen nun fest: 

Wenn ea moglich ist, auf die achon erzeugte Menge von 
Drdinatoren den o-Prozeû anzuwenden, ao aoll dieaer Prozefi 
auch ala ausgeführt gedacht werden und daa durch den ProzeB 
erzeugte Ding wieder Drdinator genannt werden. 1 

Grenau ao wie bei den Numeraboren erhalten wir hier jjedem Numerator 
k entspreehend) einen Ordinator k ; wenn wir aber aile den Numeratoren 
entaprechenden Drdinatoren gebildet haben, hindert uns nichta, weiter zu 
gehen und ein Ding ru zu definieren 2 , au daB, wenn k ein beliebiger Nume- 
rator, k ,,vor“ a stehen aoll, wu allerdinga die für eu zur Verwendung ge- 
langende Drdnungsrelation von jeder solchen verschieden sein mufl, die 
bei der Erzeugung irgend einea Je schnn benubzt wurde. 

Die aoeben beachriebenen DenkprozesaB begründen daa évidente An- 
a chauungap ostulat, daü ea für jeiea (genau beachriebene) Ding un- 
mittelbar ersichtlich wird, ob ea ein Drdinator iat oder nicht; d. h. ob die 
Définition (die Erzeugung) dea Dingea die gBforderten Eigenschaften bé- 
ai tzt. 

Ebenao ergibt die Beschreibung dea Denkprozeases daa folgende An- 
aühauungagesetz: Sind a und p irgendwBlche Drdinatoren, ao 
kann a in der Erzeugung von p schon benutzt sein; wenn 
diea aber nicht der Fall iat, ao mufl p in der Erzeugung von 
a benutzt werden. Ea ergibt diea, inaofern eine von den benützten 
Drdnungarelationen verachiedene Drdnungsrelation denkbar ist, eine 
Ordnungsrelation zwischen den Ordinatoren, indem wir im eraten - Falle 
a | < | 0 im zweiten Falle p | < |„ a aetzen. 

Sobald wir überhaupt eine von den benütztBn wieder 
verachiedene Ordnungsrelation denken konnen, iat ea unmittel- 
bar klar, daB der o-ProzeB ausgeführt werden kann, und die Erzeugung 


1 Die Analogie mit der in Kap. III ausgBführten Erzeugung dBr Numera- 
turen liegt auf der Hand; weshalb wir uns hier wohl kürzer fassen konnen. 

1 Eb so 11 en weiter für die Bezeichnung der Drdinatoren, inaofern aie nichb 
Numeratoren Bntsprechen, kl Bine griechische Buchataben benütz^ werden. Sie 
treten ja an die Stella übt Drdnungazahlen, die sich ala für unsere Zwecke un- 
aenUgend erweisen und nur vorübergehend benützt werden, um die Tataaohe, 
daB verse hiedeiiB Drdnungsrelationen nebeneinandBr auftreten, zu erhirten. 
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der Or dînât or Bn achlieflt demnach erst damit ab, dafl aile moglichen ver- 
schiedenen Drdnungarelationen auch schon zur Verwendung gelangt sind. 

Dffenbar ergibt sich aua dieaen Betrachtungen, dafl dÎB Mange 
aller Drdinatoren logiache Exiatenz beaitzt, d. h. durch einen 
exakten und widerapruchaloaen Wahrheitabereich definiert ist. Ihre Be- 
schreibung enthàlt ja nur Mengenrelationen und Ordnungsrelationen. Wir 
habBn es demnach mit einer DantorschBn Mange zu tun und für diese wurde 
die fragliche Tataache eben ganz allgemein erhàrtet. Damit iat aber 
a elbatveratàn dli ch die logischB Exiatenz jedes einzelnen Ordi- 
nators au ch zur Evidenz gebracht. 

Es lehrt en dli ch die Anachauung, dafl dann auch die Menge aller 
Ordinatoren im Sinne unsrer Dbigen Ausführung geordnet 
iat und dafl die hierbei auftretende Drdnungarelation |<|„ von den bei 
d Br ErzBUgung der Ordinatoren bBnützten ver a chie den ia b ; 
wenigatena insofern, ala aie bei der Beachreibung von |<| 0 schon benützt 
waren. 

Die Anachauung zeigt endlich, dafl die Menge aller Ordinatoren, 
in denen jedoch wenigatena eine Ordnungarelati on noch nicht 
gebraucht wurdB, auf Grund der neuen Ordnungarelati on 
| < | 0 wohlge ordnet iat, uni ein Widerspruch nur dadurch auftreten kann, 
dafl wir behaupten, dafl die Erzeugung der Ordinatoren schon aile Ord- 
nungarelationen aufgebraucht hat. 
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Varia g von Voit <£ Camp, in Loipsig 


LBhrbuch dor Mathematik 

für Stuiierende der Naturwissenschaften und der Technik. 

Einführung in die Diffcrential- uni lutegralrechnung 
und in die analytiache Geometrie. 

Vdd 

Dr. Georg Scheffers, 

o. PrDfoiBDr an dur TechnlschBii IJochachule DhBrlat teoburg. 

Mit zahlreiclien Figuren. Zweite, verbeaaerte Auflage. 

Lex. B. 1911. geh. IB Ji, geb. in Ganzleinen 19 Ji 50 

Daa Bu eli iat fur diejenigen bestimmt, dits aiuh durch Selbatatudium mit 
den Begriffcn und Methoden der hoheran Matheinatik vertraut machen wdIIbii. 
Eb aetzt iiur daa geringatc MaB von Vorkenntiiiaacii VDraua, fiirdert aber den, 
der ca aufmerkaain atudiert, trotzdein bo weit, daB Br die iu BBinem Furaidiungs- 
gebiut au ftr et end un Anwendungen der Matbuinatik zu veratehen iinatande iat. 
Gut gewahlte Beiapiele und zahlreiclie instruktive Figuren tragen weaentlich 
zur Erleichterung dea Veratandniaaea bai. 

AnwBndung dBr Differential- und IntBgraIrBchnung 
auf GBomstrie. 

Von 

Dr. Georg Scheffers, 

o. PrufüHBar an der TBcLmisuhen Uuciiscbule UhRrlu ttcoburg. 

Zwei Bande. Lex. 8. geh. 28 Ji, geb. in Ganzleinen 3D Ji. 

Era ter Ban d. Einfiilirung in di e Théorie der Kurven in der Ebene und im Baume. 
Zweite, verbeaaerte und verni ehrte Auflage. 

Mit Figuren iin Text. 1910. geh. 13 Ji, geb. 14 Ji. 
ZweiterBand. Einführung iu die Theurie der FlSchen. 

Zweite, verbeHaerte und venu ehrte Auflage. 

Mit Figuren im Text. 1913. geh. 15 Ji, geb. lü Ji. 

GBSchichte der ElBmentar-Mathamatik 

in systBmatischer Darstellung 

▼ DO 

Prof. Dr. Johannes Tropfke, 

Dbarlolirar arn Frledrlub-Uual-lxyuiDBsluni eu Berlin, 

Zwei Bande. Lex. 8. geh. 20^, geb. in Granzleinsjn 22 ,4f. 

Ers ter B and. Kechnen und Algebra. Mit Figuren im Text. 19D2. 

geh. B Ji, gBb. B Ji. 

Zweiter Band, Geometrie. Logarithmen. Ebene Trigonométrie. Sph&rik 
und aphkriache Trigonométrie. Reihen. ZiiiaeBzinareehnung. Koinbi- 
natorik und WahrBcheinlichkeitBrechnuDg, Kettenbrüche. Stereometrie. 
Analytia ch b Geometrie. Kegelachnitte. Maxiina und Minima. Mit Figuren 
im Text. 1903. geh. 12 Ji, geb. 13 Jt. 

Daa Bedürfnia nach einer Geachichtc der Elementar-Mathe- 
matik, die niclit nach h is t oria cli en , sondern nach? rein mathe- 
matiachen Geaichtapunktcn geordnet, für jedea K ap.it cl deaUnter^ 
ri ch ta in zuaammenhflngender Daratellung daa W iclitigBte Uber 
den W erd Bgang der Wiaaena chaft enthült, wird in vorzüglicher 
Weiae dut ch daa vorliegende Werk befriedigt. 









